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Comparative Physiology. — Die Regulierung der Atmung bei Astacus 
fluviatilis. Von H. J. JoRDAN und J. GuiTTarT. (Aus dem Institut 
fiir vergleichende Physiologie der Universitat Utrecht). 


(Communicated at the meeting of December 18, 1937.) 


Die Probleme, welche die Regulierung der Atmung bei Wassertieren 
uns stellt, sind in erster Linie die folgenden: 

1. Auf welche Aenderungen des Ausseren oder inneren Milieus 
reagiert das Tier durch Hyperventilation (Dyspnoe), oder durch Apnoe? 

2. Reagiert das Tier unmittelbar exteroceptiv auf die entsprechenden 
Aenderungen des Milieus, oder reagiert es erst nach correlativer Ver- 
anderung des inneren Milieus durch proprioceptive Reflexe? 

3. Besteht eine Beziehung zwischen der Ursache des Atmungsrhyth- 
mus und derjenigen der reaktiven Regulierung? 

Je nach Art und Lebensweise (Umwelt) des Tieres sind die Faktoren, 
die als Ursachen einer Regulierung in Frage kommen, sehr verschieden. 
Die auf dem Lande lebenden Tiere, wir nennen nur die Insekten 
(HAzELHOoFF, E. H., 1926) und z.B. die Saugetiere, reagieren in erster 
Linie auf eine Anreicherung der Kohlensaure, es sei im ausseren (die 
Weite der Stigmata bei den Insekten), es sei im inneren Milieu (Pump- 
bewegung der Insekten, normale Atmung und Dyspnoe bei den Sauge- 
tieren). Auf Mangel an Sauerstoff wird nicht prompt reagiert. Offenbar 
‘miissen sich erst Produkte des Stoffwechsels wegen unzureichender 
Oxydation anhaufen, ehe sie das Atmungszentrum dyspnoisch reizen 
(vermutlich allgemein durch Erniedrigung des pH). Die Wahrschein- 
lichkeit unzureichender Sauerstoffspannung bei in der Luft lebenden 
Tieren ist gering. Bei ihnen dient die Regulierung vor allen Dingen dazu, 
mangelnde Ventilation (bei der sich sogleich Kohlensaure anhauft) zu 
‘vermeiden, oder bei gesteigerter Arbeit und entsprechender Ueberproduk- 
‘tion von Kohlensaure die Ventilation diesem Umstande anzupassen. 
Kohlensaure ist sowohl normaler Atmungsreiz, als, bei gesteigerter 
Konzentration, Ursache der Dyspnoe. Wie ist das nun bei Wassertieren? 
Man kénnte erwarten, dass bei Wassertieren die Verhaltnisse anders 
liegen. Das Landtier nimmt mit gleicher Leichtigkeit Sauerstoff auf als 
es Kohlensaure abgibt. Nur in grossen Héhen verschiebt sich dieses Ver- 
haltnis, doch gehéren diese nicht zum normalen Milieu der betreffenden 
Tiere. Kohlensdure und Sauerstoff sind auf den gleichen Ventilationsweg 
angewiesen, so dass einer der beiden Stoffe die Ventilation auch des 
-andern (bis zu einer gewissen Grenze der Stoffwechselhéhe) regulieren 
kann. Bei Wassertieren ist dieses anders. Bei gleicher Konzentration hat 
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Sauerstoff in Wasser einen etwa 30 X grésseren Partialdruck als Kohlen- 
saure. Da die Atmung vom Druck und nicht von der Konzentration der 
Gase abhangt, kann das Wassertier die Kohlensaure ausserordentlich 
leicht an das Wasser abgeben, wahrend es umgekehrt ein bestimmtes 
Volumen Wasser, das urspriinglich in Gleichgewicht mit der Atmosphare 
war, sehr schnell seines Sauerstoffgehaltes beraubt. Es kann leicht Mangel 
an Sauerstoff ohne gleichzeitige nennenswerte Zunahme des Kohlen- 
sduredruckes eintreten, wie etwa beim Menschen in grossen Héhen. Man 
meinte daher friiher, dass Kohlensaéure bei Wassertieren als Atmungsreiz 
nicht in Frage kame. Neuerdings hat sich jedoch gezeigt, dass diese 
Auffassung zu einseitig war. Wir wissen durch Hans Reuss (1910), 
dass Fische auf Kohlenséure mit Zunahme der Atmungsfrequenz (Hyper- 
ventilation) antworten. Ein Gleiches fand H. J. OLTHOF (1934). Bei 
einer Kohlensaurespannung von 1—4 % tritt bei verschiedenen Fischen 
Dyspnoe auf. Beim Barsch sind Frequenz und Atmungstiefe erhéht. Bei 
Wasserinsekten (Corixa Geoffroyi) sah JE. OoRTWIJN Botjes (1932) 
Hyperventilation nach Einleitung von geringen Mengen Kohlensaure in 
das Wasser. H. WINTERSTEIN (1925) fand Hyperventilation bei Cepha- 
lopoden bei 0.9 % Kohlensdure im Seewasser. Allgemein ist dieses Ver- 
mégen, auf Kohlensaure mit Hyperventilation zu reagieren, bei Wasser- 
tieren aber nicht. H. Munro Fox und M. L. JoHNson (1934) fanden 
zwar Hyperventilation bei Anreicherung von Kohlensaure bei Gammarus 
pulex und G. locusta, nicht aber bei Balanus, Chirocephalus, Astacus, 
Asellus und Ligia. Derartige Versuche miissen mit sehr grosser Vorsicht 
angestellt werden, da nur geringe Kohlensaurekonzentration Hyper- 
ventilation zur Folge hat, hdhere Konzentration dahingegen oft Hemmung 
der Atmungsbewegungen verursacht. 

Die Regulierung der Atmung beim Flusskrebs wurde im Institut fiir 
vergleichende Physiologie zu Utrecht 1934 von J. SEGAAR untersucht. 
Die Tiere wurden auf einen eigens dazu konstruierten Apparat gebracht, 
gefesselt und in einem Aquarium untersucht. Die Bewegungen beider 
Scaphognathiten wurden mittels isometrischer Hebel je fiir sich regis- 
triert. Der Apparat ist so eingerichtet, dass man das Tier um seine 
Langsachse drehen kann. Dadurch hat man es in der Hand, entweder 
beide, oder nur eine Atmungsdffnung unter Wasser zu halten. Im 
letzteren Falle geht das Wasser des Aquariums nur durch eine Kiemen- 
kammer. Der Krebs ist zu Luftatmung imstande; auf beiden Seiten wird 
daher bei asymmetrischer Lage geatmet (Wasser und Luft). Der Rhythmus 
der Atmung wird durch diese Asymmetrie der Atmung nicht verandert; 
die rechte und die linke Seite arbeiten auch dann, wie in der Norm, 
synchron. 

Die Atmung der Krebse reagiert auf verschiedene Faktoren. Diese 
kénnen periphere (exteroceptieve) Reflexe, oder aber Reaktionen auf 
innere Zustande (proprioceptive Reflexe) verursachen. Alle exteroceptive 
Reaktionen lassen sich durch zwei Umstande von den proprioceptiven 
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unterscheiden: 1. sie treten unmittelbar nach Anfang der Einwirkung der 
betreffenden Gasabnormitat auf, 2. sie beschranken sich bei einseitiger 
Einwirkung auf die betreffende Seite. SEGAAR hat zunachst die Koordi- 
nation zwischen beiden Seiten unter Umstanden studiert, die mit der 
Reaktion auf abnorme Gaskonzentrationen nichts zu schaffen haben. 
Wenn man die Scaphognathiten belastet und zwar dadurch, dass man 
die Feder der isometrischen Hebel spannt, so wird die Frequenz kleiner, 
die Amplitude grésser. Spannt man nur einseitig, so passt sich auf der 
anderen Seite die Frequenz an diejenige der ersten Seite an. Hierbei 
folgt die nichtbelastete Seite der belasteten mit betrachtlicher Latenz, 
sowohl bei Anfang als am Ende der durch die Spannung verzérgerten 
Periode. Es besteht also neben normaler Synchronizitét eine reaktive 
Synchronisation. Die folgenden Versuche zeigen aber, dass beide Seiten 
bei der Reaktion auf abnorme Konzentrationen von Gasen auch unabhangig 
von einander reagieren kénnen. 


1. Kohlenséure als exteroceptiver Reiz. SEGAAR konnte niemals 
Hyperventilation durch Kohlensaure finden, obwohl er die Kohlensaure 
langsam einleitete und die Spannung daher ganz allmahlich zunahm. Die 
erste Reaktion, die bei zunehmender Konzentration iiberhaupt auftrat, 
war Hemmung der Atmungsbewegungen. Wenn man das Tier unmittelbar 
in Wasser mit hinreichender Kohlensdurekonzentration bringt, so tritt 
diese Hemmung direkt auf. Dreht man das Tier so, dass kohlensaure- 
haltiges Wasser nur durch eine der beiden Kiemenkammern strémt, so 
bleibt die Hemmung auf diese eine Seite beschrankt. Bestreicht man die 
Kiemen einer Seite mit Vaselin, oder nimmt man diese Kiemen, nicht 
aber den Scaphognathiten weg, so tritt nur in der normalen Halfte Hem- 
mung auf. Kohlensdure lést die Hemmung also durch exteroceptive 
Reizung von Sinnesorganen auf den Kiemen je einseitig aus. Kohlensdure 
ist nicht durch andere Sduren zu ersetzen. Offenbar dringt die Kohlen- 
sdure leicht in die Sinneszellen der Kiemen ein; es ist immerhin méglich, 
dass sie daselbst durch pH-Erniedrigung wirkt, wahrend andere Sauren 
nicht einzudringen vermégen. 


2. Wirkt Kohlensaure als Reiz im inwendigen Milieu, also als proprio- 
ceptiver Reiz? SEGAAR lasst die Tiere 40 Minuten lang in kohlensaure- 
reichem Wasser. Sie befinden sich dann im Zustande der Apnoe. Man 
bringt sie sodann in reines Wasser. Auch dann tritt keine Kohlensaure- 
dyspnoe auf, obwohl der Hemmungsreiz von aussen jetzt wegfallt und 
sich innen noch, in abnehmender Konzentration, iiberschiissige Kohlen- 
sdure befindet. 


3. Einfluss von Sauerstoffmangel und Sauerstoffiiberschuss im Wasser 
auf die Atmung von Astacus. a. Weiterhin hat SEGAAR die Wirkung 
von Sauerstoffmangel, durch Einleitung von Stickstoff in das Aquarium 
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untersucht. Auch hierbei trat merkwiirdigerweise Hemmung der Atmung 
auf, keine Hyperventilation; diese Hemmung erfolgte unmittelbar, und bei 
entsprechenden Versuchen einseitig. 

Wird der Sauerstoff allmahlich aus dem umgebenden Wasser ausge- 
waschen, so erléschen die Atmungsbewegungen nach und nach. Offenbar 
handelt es sich hier um eine proprioceptive Reaktion, denn diese Hemmung 
tritt immer beiderseitig auf. 

b. Ein Uebermass von Sauerstoff im ausseren Milieu hatte keinen 
unmittelbaren Einfluss auf die Atmung; nach langerer Zeit aber trat 
Frequenzzunahme auf. Bei zunehmender Konzentration des Sauerstoffs 
(halbe Sattigung) setzte zunachst keine Apnoe ein; erst nach 5 Minuten 
fand sich verminderte Frequenz. Sauerstoffgesattigtes Wasser verur- 
sachte ebenfalls direkt keine reflektorische Hemmung. Nach 1 Minute 
aber war die Frequenz auf 50 % erniedrigt, nach 4 Minuten war die Hem- 
mung total. Die Apnoe durch hohe Sauerstoffkonzentration bei langerer 
Einwirkung kann durch Einleiten von Kohlensaure in das Atmungswasser 
nicht aufgehoben werden. 

Neuerdings hat einer von uns (GUITTART) diese Versuche wiederholt; 
er kam in einigen Punkten zu abweichenden Resultaten. ohne dass da- 
durch der Wert der Untersuchungen SEGAARs wesentlich beeintrachtigt 
wird. Um die Bewegungen der Scaphognathiten registrieren zu kénnen, 
hat SEGAAR die Tiere wie gesagt fesseln miissen. Die Fesselung hat 
jedoch selbst einen sehr grossen Einfluss auf die Atmungsfrequenz. 
SEGAAR fand als Ruhefrequenz 60 4 120 pro Minute, wahrend GUITTART 
im Aquarium 19 bis héchstens 44 Scaphognathitschlage pro Minute 
zahlte. Gefesselte Tiere zeigen noch nach 514 Stunden in luftgesattigtem 
Wasser eine zu hohe Frequenz. 


I. Untersuchung der Tiere im Aquarium nach Abschliessung 
der Wasserzirkulation. 


Die Atmung wurde nunmehr zunachst durch einfache Zahlung im 
Aquarium untersucht. Die Wasserzirkulation wurde abgestellt. Die Tiere 
reagieren auf verschiedene Weise auf die Verschlechterung des Wassers, 
namlich durch Notatmung und durch gesteigerte Frequenz. 


1. Notatmung. Die Tiere sitzen auf einem Stein, um dadurch dem 
Wasserspiegel nahe zu sein. Gleich den Fischen !) atmen sie Oberflachen- 
wasser ein. Allein sie iibertreffen die meisten Fische dadurch, dass sie 
auch so weit ausser Wasser kommen kénnen, dass sie ganz oder teilweise 
Luft in die Kiemenkammern aufnehmen. In der Tat ist das Wasser an 
der Oberflache in dem betreffenden Aquarium, nach Aufhéren der 
Zirkulation, reicher an Sauerstoff als in der Tiefe, namlich 1.26 ccm O,/L 
gegen 0.45—0.62 ccm O,/L in der Tiefe. Bei der Notatmung des Krebses 


1) BAGLIONI, S. 1907; DIJKSTRA, $79.,1933. 
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ist nach diesen Versuchen die Frequenz merkwiirdigerweise erhoht, was 
vielleicht dadurch kommt, dass die Tiere so lange wie méglich unter dem 
Stein geblieben sind und jetzt durch ,,Sauerstoffschuld” erhohten Stoff- 


wechsel haben. 


2. Hyperventilation im Aquarium ohne Zirkulation. Der Sauerstoff- 
gehalt des Aquariumwassers ist 0.45 ccm O,/L, die Frequenz pro Minute 
bei einer Temperatur von 13° bei verschiedenen Exemplaren wie folgt: 
57, 57, 71, 75, 71, 100, 86, 120, 63. Es tritt jetzt also Hyperventilation 
bei Sauerstoffmangel auf, im Gegensatz zu SEGAARS Befunden. Die 
Frequenz kann bei Sauerstoffmangel also sehr wesentlich héher werden. 
Dass SEGAAR diese Dyspnoe nicht finden konnte, lag offenbar daran, dass 
seine Exemplare schon zu Beginn seiner entsprechenden Versuche, also 
vor der Stickstoffdurchleitung, mit maximaler Frequenz atmeten. 


Il. Untersuchungen der Krebse in einer Réhre, die mit Wasser 
verschiedenen Gasgehaltes durchstrémt wurde, ohne Fesselung. 


A. Sauerstoffmangel. Die Resultate dieser Versuche mit bekannten 
Gaskonzentrationen sind die folgenden. Die Reaktion auf Sauerstoff- 
mangel ist nicht reflektorisch (nicht exteroceptiv). Wenn man die 
Sauerstoffspannung nicht zu niedrig nimmt, dauert die Anpassung einige 
Zeit. 

a. Bei Wasser mit 2.45 ccm O,/L ist in 44 Stunde die Maximum- 
frequenz noch nicht erreicht. 

b. Sauerstoffspannung im str6menden Wasser von 0.6—0.46 ccmi/L. 
Die entsprechende hohe Frequenz bleibt sehr lange konstant. Sie wurde 
bis zu 514 Stunden beobachtet (der Versuch musste dann abgebrochen 
werden). 

c. Bei einer Sauerstoffspannung im str6menden Wasser von 0.35 ccm 
O,/L nimmt wahrend 214 Stunden die Frequenz dauernd zu (Fig. 1). 
Man kann hieraus schliessen, dass der inwendige Sauerstoffmangel in 
diesem letzteren Fall zunimmt und er dadurch andauernde Steigerung 
der Ventilation verursacht. Hieraus kann man unter allem Vorbehalt 
schliessen, dass zwischen 2.5 und 0.5 ccm O,/ pro L durch die Hyper- 
ventilation das Stoffwechselniveau behauptet wird, wahrend bei 0.35 ccm 
Oz/L die Ursache der Hyperpnoe dauernd zunimmt, also kein Gleich- 
gewicht eintritt. 


B. Apnoe durch halbe oder totale Sattigung des Wassers mit Sauer- 
stoff (12 oder 24 ccm O,/L) konnte nicht gefunden werden; die Frequenz 
blieb in diesem Falle normal, auch wenn man die Tiere aus sauerstoff- 
reichem in normales Wasser zuriickbrachte. 


C. Kohlensaureiiberschuss. Was die Wirkung der Kohlensadure im 
Medium betrifft, wurden im Wesentlichen die Resultate von SEGAAR 
bestatigt. Niemals trat Dyspnoe auf. Es wurde mit folgenden Kohlen- 
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séurespannungen gearbeitet: 0.2 (normales Wasser) — 0.7 — 1.55 — 24 
— 4,5 — 5.3 —5.7 %. Jeder Versuch dauerte 30—40 Minuten. Zwischen 
je zwei Versuchen wurde 10—20 Minuten lang normales Wasser (0.2 % 
CO.) eingeleitet. Bei 5.3 und 5.7 % Kohlensaure tritt reflektorische Apnoe 
auf, wie sie SEGAAR beschrieben hat. Diese reflektorische Apnoe k6énnte 
man erklaren als Schutz der Kiemenkammer vor kohlensaurereichem 
Wasser, (wobei, wie oben gesagt wurde, jede Kiemenkammer isoliert 
reagiert). Allerdings fand sich nun, dass einige Minuten nach der 
Einleitung der Kohlensdéure die Atmungsbewegung wieder anfangt und 
zwar trat, wie auf Figur 2 ersichtlich ist, in der Regel erst eine Art 
CHEYNE-STOKES-Atmung mit starker, periodischer Zunahme der Frequenz 
auf, die sich aber bald ziemlich konstant auf das normale Niveau einstellt1). 

Bei einer Konzentration von 10 % CO, (Fig. 2) dauert der Atmungs- 
stillstand 5 Minuten. Bei einer Konzentration von 75 % COs dauert es 
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Abb. 2. Hemmung der Atmung durch Einleitung von Wasser mit 10% Kohlensaure. 
Es folgt diskontinuierliche Hyperventilation (CHEYNE-STOKES-Typus) und darauf ziemlich 
normale Atmung. Weitere Erklarungen wie Abb. 1. 
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25 Minuten, bis die starke Atmung einsetzt. Die Hemmung ist auch nach 
diesen neuen Versuchen peripher, da sie unmittelbar nach Einleitung des 
kohlensdurehaltigen Wassers einsetzt. Sie verursacht ihrerseits offenbar 
die kurzdauernde heftige, diskontinuierliche Hyperventilation, die auf sie 
folgt. Die Ursache der weiterhin folgenden normalen Atmung, trotz 10 % 
Kohlensaure im Wasser, ist noch nicht bekannt (Aufheben der Hem- 
mung). 


Die Pleopodien (abdominale Extremitaten) beteiligen sich vielleicht 


1) In der Freiheit diirften die Tiere das durch COs verdorbene Wasser schnell 
verlassen, so dass dann die heftige Reaktion nicht auftritt, 
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auch an der Atmung, jedenfalls bei eiertragenden Weibchen. Nur bei 
diesen sind sie in normalem Wasser in dauernder Bewegung. In sauer- 
stoffarmem oder kohlensdurereichem Wasser sieht man. dahingegen auch 
bei anderen Exemplaren oft derartige rhythmische Bewegungen der 
Pleopodien auftreten. 

Wie man sieht, bediirfen noch einige Punkte der Klarung, z.B. dass 
SEGAAR durch CO, dauernden Atmungsstillstand fand (z.B. 40 Min. 
lang), sowie dass er durch hohe Sauerstoffkonzentration Apnoe erzielte. 
Diese Unterschiede kénnen wir zundchst nicht erklaren, obwohl natur- 
gemass die dauernde hohe Frequenz bei der Versuchsanordnung von 
SEGAAR die reagierenden Faktoren irgendwie beeintrachtigen muss. 


Zusammenfassung. 


1. Der Flusskrebs reagiert durch Hyperventilation auf Sauerstoff- 
mangel, als proprioceptivem Reiz. 

2. Kohlensdure verursacht keine Hyperventilation. 

3. Kohlensdure hemmt reflektorisch (exteroceptiv) die Atmung. In 
Folge des, eine Zeitlang dauernden Atmungsstillstandes tritt diskontinu- 
ierliche Hyperpnoe auf (CHEYNE-STOKES-Typus), auf welche, trotz der 
10 % COs, im Wasser, ziemlich normale Atmung folgt. 

4. Weder Kohlensaéure noch Sauerstoffmangel kénnen als normale 
Atmungsreize angesehen werden (keine Apnoe z.B. bei Sauerstoff- 
iiberschuss). 


LITERATUR. 


BAGLIONI, S., Zs. allg. Physiol., 7, 177 (1907). 

D1JKSTRA, S. J., Zs. vergl. Physiol., 19, 666 (1933). 

HAZELHOFF, E. H., Regeling der ademhaling bij insecten en spinnen. Diss. Utrecht (1926), 
Zs. vergl. Physiol., 5, 179 (1927). 

Munro Fox, H. und M. L. JOHNSON, J. exp. Biol., 11, 1 (1934). 

OLTHOF, H. J., Zs. vergl. Physiol., 21, 534 (1934). 

OORTWIJN-BOTIES, JE., Zs. vergl. Physiol., 17, 557 (1932). 

REUSS, H. Zs. £ Biol, 53-(1910). 

SEGAAR, J., Zs. vergl. Physiol., 21, 492 (1934). 

WINTERSTEIN, H., Zs. vergl. Physiol., 2, 315 (1925). 


Physics. — Didaktisches zur Verwendung der grand Ensembles in 
der Statistik. Von H. A. KRAMERS. 


(Communicated at the meeting of December 18, 1937.) 


§ 1. FHinleitung. 


Im folgenden geben wir zunadchst (§2) eine kurze Uebersicht tiber 
die klassische Theorie der grand Ensembles, die GIBBS im 15. Kapitel 
seines Buches iiber Statistik entwickelt hat. Der Nachweis, dass 2 bei 
einem homogenen System gleich p V ist (wir haben das Vorzeichen von 
Q entgegengesetzt als bei GiBBS definiert), und die explizite Berechnung 
von fiir ein Idealgas stehen nicht bei GipBs. Im dritten Paragraphen, der 
von dem Gebrauch der grand Ensembles in der Quantenstatistik handelt, 
werden praktisch dieselben Formeln gebracht, die schon von PAULI im 
Jahre 1927 entwickelt wurden. 


§ 2. Die GiBBSschen grand Ensembles in der klassischen Theorie. 
In der klassischen Statistik sind die kanonischen Ensembles dadurch 
ausgezeichnet, dass zwei solcher Ensembles mit den Dichtefunktionen: 


F(t) — (1) F’2) — -(2) 
oO—=e a) , op%=e 62 


bei formaler Komposition zu einem Gesamtensemble 


ose ol) i 0?) wee eee me he (1) 


wieder ein stationdres, und zwar ein kanonisches, Ensemble liefern, wenn 
die Temperaturen 6!) und 0) einander gleich sind: 


(F(1) + F’(2)) — (21) + <(2)) 


o=e Sg eee oats. fA) 


Ist die Komposition nicht eine formale, sondern eine physikalische, d.h. 
wird eine lose Kopplung zwischen den zwei betrachteten Systemen 
hergestellt, sodass sie Energie auswechseln kénnen, so kann man die 
Energiefunktion « des Gesamtsystems in folgender Form schreiben: 


See ln gs Oy 


wo é+?) der als klein zu betrachtende Wechselwirkungsterm ist. Das 
Ensemble (1) wird jetzt noch immer sehr wenig verschieden sein von 
dem stationaéren (und zwar kanonischen) Ensemble (2) des Gesamtsystems. 
Diese einfache Rechnung mit kanonischen Ensembles enthalt wohl 
die zweckmassigste und natiirlichste Interpretation des Warmegleichge- 
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wichts zwischen zwei thermodynamischen Systemen. Im Grunde enthialt 
sie auch das wesentliche an jener Rechnung bei der nachgewiesen wird, 
dass die MAXWELL-BOLTZMANN Verteilung von freien Molekiilen bei den 
Zusammenstéssen nicht zerstért wird; im diesem Falle sollen 1 und 2 
sich auf zwei stéssende Molekiile beziehen und es beschreibt «2 die 
Wechselwirkung beim Stoss. 

Die Energie eines Gesamtsystems ist gleich der Summe der Energieen 
der Einzelsysteme; darauf beruht schliesslich die zentrale Rolle welche 
die kanonische Verteilungsfunktion spielt. Etwas ahnliches gilt nun aber 
auch fiir die Anzahlen N, und N, von gleichartigen Teilchen, welche 
zwei gekoppelte Teilsysteme enthalten; ihre Summe ist gleich der Anzahl 
jener Teilchen im Gesamtsystem: 


N=N, + N2. 


Stellt man sich vor, dass die Teilsysteme derart physikalisch gekoppelt 
werden, dass Teilchen der betrachteten Art von einem ins andere schliipfen 
kénnen, so sind N, und N, vielleicht nicht mehr zeitlich konstant, wohl 
aber ihre Summe. In dhnlicher Weise wie bei der Konstanz der Energie 
kann man diesem Umstande Rechnung tragen, wenn man mit GIBBS 
die gewdhnlichen Ensembles zu ,,grand Ensembles’ erweitert '), deren 
einzelnen Exemplare nicht nur in Bezug auf Energie, sondern auch in 
Bezug auf die Anzahl der Teilchen jeder vorhandenen Sorte verschieden 
sein kénnen. Ein grand Ensemble ist gekennzeichnet durch die verall- 
gemeinerte Dichte-Funktion. 


ee) e Fs . 5 . Ps ° ‘ (4) 
z fedo=l,... 22... 6 


die fiir jede Wahl der Anzahlen »,,72...;.. von Teilchen der Sorte 1, 
2..i.. angibt welcher Bruchteil der Exemplare sich pro Volumeinheit im 
entsprechenden Phasenraum an der Stelle w befindet. Eine beliebige 
normierte Funktion von den Zahlen y»; und von der Energie « wiirde 
ein stationares Ensemble beschreiben. Von besonderem Interesse ist aber 
das kanonische grand Ensemble 


iN CABS eae 2 


6) 


wo die ¢;, genau so wie @, Konstanten sind, und wo Q eine Funktion 
von den ¢;, von © und von den dusseren Parametern in ¢ (Volum, 
elektrische Feldstarke, u.s. w.) ist, deren Wert mittels (5) zu bestimmen 
ist (wir bezeichnen mit 2 was bei GIBBS — 2 heisst). 


1) W. GipBs, Elementary Principles in Statistical Mechanics, Chapter XV. 
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Durch formale Komposition mittels (1) von zwei Ensembles der Art 
6), die sich auf zwei Systeme beziehen, die beide dieselben Teilchen- 
sorten enthalten, entsteht wiederum ein stationdres, und zwar ein 
kanonisches, grand Ensemble des Gesamtsystems, wenn nur © und die 
Zahlen ¢; dieselben sind in beiden Teilensembles. Der Faktor K musste 
hinzugefiigt werden wegen der Vertauschbarkeit gleichartiger Teilchen; 
in der klassischen Theorie — und mit dieser beschaftigen wir uns vor- 
laufig — bedeutet diese, dass bei Permutationen aller »; Teilchen einer 
gegebenen Sorte jeder Punkt im Phasenraum in einen anderen iibergeht. 
In Bezug auf Messungen sind die entsprechenden »;/ Ziistande zwar 
ununterscheidbar, sie entsprechen aber doch verschiedenen Phasen (,,specific 
phases” bei GipBs). Die Hinzufiigung des Faktors K bedeutet also, dass 
irgend ein Mittelwert iiber das ganze Ensemble als eine Mittelwerts- 


bildung ohne Faktor a iiber die in Bezug auf Messungen unterscheid- 


bare Phasen, ,,generic phases’’ bei GIBBS, aufgefasst werden kann: 


—Q>2;0;—e —Q4+59;0,-2 
As d fesse aw, Ae . Pana 


specific generic 


Man erkennt jetzt, dass Mittelwertbildung iiber ein komponiertes 
Ensemble mit Dichte 0 = 0") . 0) gerade einfacher Mittelwertbildung iiber 
die generic phases des Gesamtsystems entspricht. 

Wir kommen spéter von den Verhaltnissen zu sprechen, die in der 
Quantentheorie das Auftreten gleichartiger Teilchen mit sich bringt. 
Vorlaufig besprechen wir die Konsequenzen von (6) und die Bedeutung 
von 2 und von den ¢; im Rahmen der klassischen Auffassung. 

Zunachst ist zu bemerken, dass im Falle, wo die Komposition zweier 
Ensembles der Art (6) einer physikalischen Koppelung beider Systeme 
entspricht, das komponierte Ensemble 0.0? noch immer sehr wenig 
verschieden ist (jedenfalls in Bezug auf generic phases) von einem 
stationdren (und zwar kanonischen) grand Ensemble des Gesamtsystems; 
nur soll wiederum die Bedingung gelten, dass die ¢; und das © in beiden 
Systemen gleich sind. Physikalische Koppelung bedeutet dabei, dass die 
Teilsysteme nicht nur Energie, sondern auch Teilchen jeder Sorte aus- 
wechseln kénnen. Eben wegen dieser Auswechslungsméglichkeit ist die 
Gleichheit der ¢; notwendig. Die Teilchenanzahlen in einem kanonischen 
grand Ensemble sind nicht scharf bestimmt, sondern fluktuieren adhnlich 
wie die Energie. Man erwartet, dass diese Fluktuationen genau der 
Wirklichkeit entsprechen, wenn ein System in einem Warmebad getaucht 
ist, das dieselben Teilchensorten enthdlt und das vom System durch ein 
fiir alle Sorten permeabeles Membran getrennt ist. Die thermodynamische 
Anwendbarkeit von (6) verlangt, dass die Fluktuationen klein sind bei 
geniigend grossen mittleren Teilchenzahlen. 
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Variation von 9, ¢; und von den ausseren Parametern in « in der 
Gleichung 


US [EK 2 cits ea Oe rity 
ergibt 
Q a | 1 — 
oe ge =0 (9) 
Pee ane 
k ak 


Schreibt man diese Gleichung folgendermassen um: 


t) 


—Q4F%0—28 1 - 1la- a 
6 Be aie anes: ieee LO) 


so erkennt man, dass fiir Zustandsanderungen, wo die mittleren Teilchen- 


zahlen sich nicht dandern, die Grdésse Be Nae die Rolle der 


negativen Entropie spielt und © die Rolle der absoluten Temperatur, 
denn 5e—de ist derjenige Beitrag zur Energiednderung, der nicht von 


der dusseren Arbeit stammt (diese ist durch d¢ gegeben) und entspricht 
also der zugefiihrten Warme. Die Grésse 


BS — O41 2 yaks, og came) 


spielt also voraussichtlich die Rolle der freien Energie. Bevor wir das 
naher bestatigen, berechnen wir noch die Teilchen- und Energie- 
fluktuationen. Zweimalige Differentiation von (8), einmal nach ¢;, einmal 
nach ¢; ergibt 


dw Bed) (2 \i0 
~ ine (9) + au (@)ae (8) terms 


oder, da aus (9) folgt 


: ade ane 
= 8 50 (G)= Yee 


—————— a2 (2 Om - OY 
Hite — W195 — (i — 9) (15— 1) = @ 3. ($)= cot eas -aU2) 


In den in Praxis Parkematenden Anwendungen kann man gewohnlich 
nachweisen, dass das rechte Glied von der Gréssenordnung der Teilchen- 
anzahl ist, d.h. dass die relativen Fluktuationen dusserst klein sind. Die 
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Formel fiir die Energiefluktuationen wird am einfachsten, wenn man (8) 


1 : ; 
zweimal nach ra) differenziert, und zwar so, dass nicht die ¢;, sondern 


e 


die a konstant gehalten werden 


Gaia @2) 02) 
ea Oe 


1 
@ 8k konst. 


Dass auch diese Fluktuationen relativ klein sind kann man ebenfalls 
in den vorkommenden Fallen nachweisen, bzw. plausibel machen. 

Weiss man einmal, dass die »-Fluktuationen klein sind, so kann mann 
sich mit der in der Statistik erlaubten Naherung ') begniigen, dass man 
in der Summe (8) nur einen Term betrachtet und zwar denjenigen fiir 


den »,=»,,...%=»... und man erhialt 


Y: 
t 


x 
; cane | a: é 
ete i 3 =— e d Wy,~3) 
IT y;! 
i 


Nennt man F’ die in der Theorie der gewéhnlichen kanonischen 
Ensembles auftretende freie Energie: 


eet Leet 
ex 822 |/ oF cay Ys cay aeeaam eas 


so wird der Unterschied zwischen F’ und F aus (11) offenbar gegeben 
durch 


Q= 


ey 
Tr 


fs F’ 


ee eee 6 


oder 


F =F’ + 0 & »; (log v,— 1) 


F ist also aus F’ erhalten, indem eben jene beriihmte »; (log »; —1) 
Korrektion angebracht ist, wodurch die freie Energie eines Gesamt- 
systems, in Uebereinstimmung mit der thermodynamischen Definition, 


der Summe der freien Energien der Einzelsysteme gleich wird. 
Aus (10) und (11) folgt: 


| et oe ae ee =, =s)1 4 1 


1) W. GIBBS, loc. cit. S. 205, 206. 


Mit folgenden Bezeichnungen 


wird aus (14): 


ta 1 E 
ee Se wae 
er T > SON; 


72 OT — 


1 
pT x Anbar . e ° Py (16) 


und die ¢; stellen sich als die partiellen freien Energien oder die partiellen 
thermodynamischen Potentiale der einzelnen Teilchensorten heraus: 


P= PieN elt Ss eee 


Die Bedingung, dass bei Komposition zweier Ensembles die ¢; in 
beiden Systemen gleich sein sollen, damit das Gesamtensemble wiederum 
kanonisch ist, entspricht also dem bekannten Resultate, dass das partielle 
Potential jeder Teilchensorte in zwei Systemen in ,,Austauschgleich- 
gewicht” einander gleich sind. 

Ist a, speziell das Volum V des Systems, so wird A, der Druck p. 
Lassen wir die anderen dusseren Parameter ausser Betracht und fiihren 
wir das thermodynamische Potential Z ein; 


Lom pV ae 2 SN: Cie. pi Vomit Et) 
so folgt aus (16): 
—-Q+SN6+pV _ i ee ES ae 
é r =o Tape GON: pio tT + Op. (18) 


Die Einfiihrung eines Z in dieser Weise ist natiirlich nur dann sinnvoll, 
wenn das System nicht aus Teilsystemen besteht, in denen die Driicke 
noch verschieden sein kénnen (Probleme des osmotischen Druckes). 

Fiir ein homogenes System ist Z als Funktion von Ni, T, p homogen 
ersten Grades in den N;: 


OZ 
0 Ni 


L=LANgt Tp) —22N: =2Nib CHomacran, 4 (19) 


Aus (17) und (19) folgt sodann: 
RE ema) V 
Da fiir 2, mit der Bezeichnung (15), folgende Formel gilt (vgl. (9)): 


Q ¢ E P 
bp EN Oa + pdTt POV. os tee: 8 (20) 


sollen fiir 2, das gemass (8) durch 


v; 


Q=kT log} 2 Keyte da Se i. 28 Paaeee Sek) 


definiert war, also automatisch die Gleichungen 
02 

—-V a; RaaWViples iL 

Q Vov —> p(t T) 
gelten in einem Fall, wo die Werte von ¢;, T in (20) die Homogenitat 
des Systems verbiirgen. Man kann auch so sagen: in einem homogenen 
System ist 9 ein volumproportionale Grdsse, die pro Volumeinheit 

dem Druck gleich ist. 

Fiir ein ideales Gas, das aus Massenpunkten der Masse m im Volum 


V besteht, liefert (21) sofort. 
+ 


i peed: a sl au ah 
O=kT logs een ve( [- iT dp )?|=kT &T VQamkTY (22) 


(23) 


in Ulebereinstimmung mit der idealen Zustandsgleichung. Fiir die Fluk- 
tuation der Teilchenzahl finden wir mit Hilfe von (12): 


5b ee ee 2 
ise IN = he Tene oe ae IN ee ee ee 


Dies stimmt erwartungsgemdss genau mit der Fluktuation in einem 
Teilvolum eines idealen Gases iiberein. Die freie Energie wird schliess- 


lich nach (11) 


F(N,T, V)=—2+NC=NkT}— 1 + log log (2mk Tl. (25) 


Die Energie ist nach (20) gegeben durch: 


os 


Q 


und die Entropie durch 


Boot. Ne 
SAGO SENSE — log 5 + $ log 2mkT) es (26) 


Ganz kurz mége noch der Zusammenhang der kanonischen grand 
Ensembles mit dem Prinzip der maximalen Entropie beriihrt werden. 
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Wir fiihren explizite die Dichte Q, eines grand Ensembles im Bezug auf 

die generic phases des Systems ein: 
08 = Il V; : Ospecific 

WO Qspeciic die bisher eingefiihrte Dichte ist. Da sieht man nun sofort, 

dass die Bedingung dafiir, dass der Ausdruck 


Wat pe ay 
lon 0; ==") | 0, loge, dw 
7 
foe 


generic 


minimal wird unter den Nebenbedingungen 


7 


Sy | 0, 0 == 1, 


v. 
1 


generic 


Ps {| 70 dw—WN,, 
Vv. 
t 
generic 


Ls 


generic 


> { do =f. 


eben zur mit (6) aquivalenten kanonischen Verteilung 


—24+29,0,-—€ 
— —-Q+35N,6;—E > 
Q=e *7  , (log e,)= ET = 


fiihrt. Der Minimalwert des Logarithmus der mittleren ,,generic’’ Wahr- 
scheinlichkeit bei vorgegebenen mittleren N; und E ist also gleich der 
durch k dividierten, negativen Entropie im W&armegleichgewicht. 

Die Formulierung des allgemeinen H-Theorems, in der Sprache der 
Ensemble Theorie, verlangt zundchst, dass man weiss wie einem thermo- 
dynamischen System in einem beliebigen makroskopisch charakterisierbaren 
Zustand ein grand Ensemble mit Dichtefunktion ¢ zuzuordnen ist. Das 
—klogo, in diesem Zustand darf man die Entropie dieses Zustandes 


nennen, und das H-Theorem besagt, dass im Laufe der Zeit —klogo, 
immer zunimmt und schliesslich den Wert annimmt der fiir alle praktische 
Zwecke der Entropie gleich ist in einem kanonischen Ensemble, das 
durch die vorgegebenen Werte von N; und & charakterisiert ist. Auf 
die Frage, inwiefern man die Richtigkeit des H-Theorems in dieser Form 
beweisen, bzw. plausibel machen kann, gehen wir nicht ein. 


§ 3. Die grand Ensembles in der Quantentheorie. 
Die erhebliche Vereinfachung, welche der Gebrauch der grand 


Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XLI, 1938. 2 
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Ensembles in der Quantentheorie mit sich fiihrt, hat PAULI’) zuerst 
benutzt. Anstatt des Phasenraumes kann man jetzt, zur Kennzeichnung 
der ,,méglichen Phasen” des Systems, die stationdren Zustande benutzen. 
Diese sind bei einem endlichen System immer diskret; fiir jede Wahl 
der Anzahlen »; der vorhandenen Teilchensorten bezeichnen wir sie mit 
den Nummern 1, 2...,n...; ihre Energiewerte mit ¢,. Die entarteten 
Zustande mégen nach ihrem Entartungsgrad gezdhlt werden, sodass jeder 
Zustand das gleiche statistische Gewicht bekommt. Wir wahlen fiir dieses 


Gewicht den Wert hi anstatt 1, damit im klassischen Grenzfall eines 
idealen Gases von spinlosen Teilchen, die Formeln der klassischen 
Statistik, die A nicht enthalten, zum Vorschein kommen. Die Teilchen- 
sorten, auf die sich die »; beziehen, mdégen Elektronen und stabile Kerne 
sein. Auf Grund der Ausschliessungsprinzipien kommen jetzt viele stationare 
Zustande, die sich aus der Schrédinger Gleichung des Gesamtsystems 
ergeben wiirden, nicht in Frage. Als Folge davon sind die Zustande 
im klassischen Ensemble, von denen im vorigen Paragraphen die Rede 
war, derart zu verstehen, dass ein klassisch, d.h. korrespondenzmassig, 
beschreibbarer Zustand des (quanten-theoretisch aufgefassten) Systems 
nicht einem Punkte im klassischen Phasenraum, sondern gleichzeitig allen v/ 
Punkten entspricht, die zusammen ein generic phase bildeten. Allerdings 
haben wir im vorigen Paragraphen gesehen, dass die Betrachtung von 
Systemen, die Teilchen auswechseln kénnen, automatisch zur Vorschrift 
der Mittelung iiber die ,,generic phases’ fiihrte. Von dieser Art der 
Mittelung kann man also keineswegs sagen, dass sie erst verstandlich 
wird auf Grund der quantentheoretischen Ausschliessungsprinzipien. 

Wird das statistische Verhalten eines Systems allgemein quanten- 
theoretisch behandelt, so fiihrt man, um ein beliebiges grand Ensemble 
zu kennzeichnen, in Anschluss an VON NEUMANN und Dirac?) eine 
Dichtematrix @ ein. Ihre Elemente sollen sich etwa beziehen auf Uebergiange 
zwischen zwei Zustaénde, die beide durch beliebige Werte der Zahlen 
v;, nm gekennzeichnet sind; jede andere durch Transformation hieraus 
hervorgehende Darstellung von @ ist aber ebensogut gestattet. Die 
Eigenwerte von @ sollen alle positiv sein; die Summe dieser Eigenwerte, 
d.h. die Spur von og, soll gleich eins sein: 


eee Nice ee ie ae ee aera 


Der Mittelwert einer willkiirlichen mechanischen Grdésse iiber das grand 
Ensemble ist gegeben durch 


A ScimAlo ws oun... eae (28) 


Eine mechanische Grésse ist ja durch einen Operator gekennzeichnet, 


1) W. PauLl, Zs. fiir Physik, 41, 81 (1927). 
_?) P. A. M. Dirac, Quantum Mechanics, § 37, (second edition, Oxford 1935). 
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den man auf dieselbe Darstellung transformieren kann, die fiir o benutzt 
wird, etwa auf die »;, n Darstellung. In dieser Darstellung lautet (28) 


explizite 
hind Cay cee a eo) 
Die nicht-Diagonalelemente von @ in der »;, n Darstellung sind im 
allgemeinen zeitabhangig (vgl. Dirac loc. cit.). Jedes 0, dass in Bezug 
auf die »;, n Diagonalmatrix ist, stellt daher ein stationdres grand 


Ensemble dar. Die Diagonalelemente bilden eine Reihe von positiven 
Koeffizienten mit Summe eins. Wir schreiben das so: 


OS Olvint) eS 0 aint) Stl” yet CO) 


Das 0 ist jetzt sozusagen die Wahrscheinlichkeit, dass ein Exemplar des 
Ensembles sich im Zustande »;, n befindet. Die Mittelung (29) erhalt 
die einfachere Form 


AS SAV no bannt See eee Gh) 


wobei A(»;,n) der quantenmechanische Mittelwert (= Zeitmittelwert) 
der Grésse A im Zustande »;, n ist. 

Unter diesen stationdren Ensembles spielen nun wiederum die kano- 
nischen Ensembles eine wichtige Rolle. Wir definieren sie durch den 
Ansatz 


32%; 


hh ene, an hi (32) 
Bei formaler Komposition von einem oe und 9” mit gleichen ¢;~ und 


0-Werten 
ae 


erscheint wiederum ein kanonisches Ensemble. Auch diirfen wir annehmen, 
dass bei schwacher Koppelung der Systeme (1) und (2) (Auswechslung 
von Energie und Teilchen gestattet) das Ensemble 0) .0?) sich sehr 
wenig von einem kanonischen Ensemble des Gesamtsystems unterscheiden 
wird. Von einem Faktor K ist nicht mehr die Rede und zwar auf Grund 
der Ausschliessungsprinzipien. Diese haben ja zufolge, dass bei formaler 
Koppelung zweier Systeme alle stationaren Zustande des Gesamtsystems 
erhalten werden, indem man jeder stationare Zustand des einen Systems 
mit jedem des anderen kombiniert. Die Numerierung der Teilchen steht 


gar nicht in Rede; jeder stationare Zustand der Einzelsysteme hatte 
wae 
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sozusagen von Anfang an die Eigenschaften einer generic phase aus der 
klassischen Theorie. 

Fiir die Mittelwertbildung kann man die Formel (31) anwenden: all- 
gemeiner darf man jedoch schreiben: 


—2+ 24, C.—eé 
$o+ 2; op, 7 “Op. 


A = Spur Asp. e Oe fr, de ae ee ae (33) 


wo also nicht nur die mechanische Grésse und die Energie sondern auch 
die Teilchenanzahlen Operatoren sind, deren Darstellung noch beliebig 
gewahlt werden darf. Darstellungen, bei denen der Energieoperator nicht 
von vornherein auf eine bestimmte Teilchenanzahl beschrankt ist, und 
wo diese Anzahl selbst auch durch einen Operator dargestellt wird, sind 
bekanntlich sehr gebrauchlich in der modernen Quantentheorie (JORDAN- 
KLEIN Matrizen bei Teilchen mit EINSTEIN-BOSE Statistik: JORDAN- 
WIGNER Matrizen bei FERMI-DIRAC-Statistik). Wesentlich ist natiirlich, 
dass die ¥;op,-Operatoren mit dem ¢,.-Operator vertauschbar sind, d.h. 
dass Erhaltung der Teilchenzahlen zurecht besteht. Will man explizite 
mit Paarerzeugung und Vernichtung von Elektronen rechnen (in der 
Statistik der Sterninnern kénnte das von Wichtigkeit sein), so hat man 
in Bezug auf die Elektronen offenbar nur eine Zahl v einzufiihren, naémlich 
den Unterschied der Anzahlen der Negatonen und Positonen. 

Analog zur klassischen Definition (21) von 2 hat man jetzt zu schreiben 


S65 — y C= 
ANS ie a = Taps 5 Op 


= O'loges ey -? | h?=" == O log Spure bs hi? "ict a(34) 
Weil «,, oder, wenn man will, ¢. noch die dusseren Parameter enthalt, 
ist 2, genau so wie friiher, eine Funktion von ©, ¢; und a,. Auch sieht 
man sofort, dass die Formel (9) und alle ihre Konsequenzen, im besondern 
die Interpretation der ¢; und von 2, noch immer giiltig sind. 

Einigermassen stérend wirkt das Auftreten des Faktors h3~”i in (34). 
Durch diesen Faktor wird erreicht, dass — wie wir oben schon bemerkt 
haben — bei der Anwendung auf ein ideales Gas von spinlosen Teilchen, 
genau die Formeln der klassischen Statistik zum WVorschein kommen, 
jedenfalls in einem Gebiet wo man weit von der Entartung entfernt ist. 
Eine Folge davon ist aber, dass — unter Voraussetzung der Richtigkeit 
des NERNSTschen Theorems — die Entropie beim absoluten Nullpunkt 
pro Teilchen gleich 3klogh wird, also [verschieden von der heute 
iiblichen Definition, nach der sie gleich Null sein sollte. 

Durch die Substitution 

Gf hal log hl OR i) 


kann man jedoch leicht (34) auf die einfachere Form: 


21 2;— Ep ~ "i Zi op. — Sop. 
Si kT loge de FF le log Spur ev F® Ss, eee, BO) 


Viy n 


‘ 


21 


bringen, und anstatt (20) diirfen wir jetzt schreiben 


fet ae E Pp. 
pee NS eae acl ord, Vane ee een 3) 


oder allgemeiner (vgl. 9) 


Q Z; E 1 Oe 
te —_ F" : L Teel 2 
leet Ry A Pisce Nae ca 


bee ee a Tey 


Wir definieren jetzt die freie Energie und die Entropie besser mittels 
vgl. (11)) 


Fo=—2+2Ni2z:;=F+3kTNlogh, N=2ZN, 
ae 


I 


(39) 


= =S—3kNlog h, 


wo der Index q bedeutet, dass diese Definitionen von F und S vom 
Standpunkte der Quantentheorie vorzuziehen sind. Fir die Entropie Sz, 
eines idealen Gases kann man jetzt schreiben: (vgl. 26)) 


(2 Ob m)'/2 k’ls = 


(40) 


See INK ‘5 log T—log p + log A 


Diese Formel wurde aus (39) und (26) gewonnen nachdem ~ in letzterer 


Forme! durch P ersetzt wurde. 


if 

Besteht ein System aus vielen gleichartigen unabhdngigen Teilchen, 
die dem PAULI-prinzip geniigen, so fiihrt das kanonische grand Ensemble 
uns sofort zu den Formeln fiir die FERMI-verteilung. Die Energien der 
stationdren Zustande des Einteilchenproblems seien mit «¢ bezeichnet. 
Wird die Anzahl der Teilchen im /'ten Zustande mit 6, bezeichnet 
(6;= 0 oder 1), so ist ein stationdrer Zustand n des Gesamtsystems durch 
die Zahlen 6; volkommen bestimmt und es gilt: 


fee > Oy Sf ae A 53 is . ‘ 5 . és (41) 
1 


wahrend die Anzahl v der Teilchen durch 
See ee ee 
1 


gegeben ist. Die in (36) auftretende Summe lasst sich nun sofort auswerten: 


zZ—é) 


vz—é 1 > 
n == = 0; (z —£)) eee 
Siena ctae rie mT), 
> i 
Gp “1 sca | Re smete (43) 


Zo GF 


Q=kT2 Al + Saree 
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Fir mittlere Teilchenanzahl N und mittlere Energie E bekommen wir 
mittels (37): 


a Nee =: 
Oz 1 =] 4 
cree (44) 
: : +4 
Ro are 
ws — ae 
Series i (Odnd, ona fe Le 
Ir: e kT +1 


Wir betrachten die Energie-eigenwerte ¢ des Einteilchen-problems 
voriibergehend als dussere Parameter. Aus (41) folgt: 


re 
Oe 


a a es ee ES th 


Es mége ein beliebig herausgewdhlte Gruppe von stationdren Zustanden 

des Einteilchenproblems ins Auge gefasst werden. Ihre Energieen seien 

mit « bezeichnet; soll eine Summation bedeuten, die sich eben nur 
vi 


auf diese Zustande bezieht. Die Anzahl der Teilchen, die sich in irgend 
einem dieser 4-Zustande befindet, ist gegeben durch 
Of, 


Ne) eee 
Fi 1 0& r 


Der Mittelwert Nu von » iiber das Ensemble ist nach (38) gleich 


ania 322— 5) 
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Das mittlere Abweichungsquadrat von », ist also immer kleiner als », 
selbst und fiir grosse Werte von 1 sind die relativen Abweichungen 
immer klein. 


Die Energieschwankungen berechnet man aus 


Ob sie relativ klein sind hangt noch von der Verteilung der ¢&-Werte ab; 
man kann diese Verteilung z.B. so wahlen, dass fiir ein bestimmtes z und T 
die Summen (44) konvergieren, die letzte Summe aber divergiert. In den 
praktisch vorkommenden Fallen tritt so etwas aber nicht auf; hier 
pflegen die Energieschwankungen (jedenfalls wenn man alle « positiv 
wahlt) relativ klein zu sein, wenn WN gross ist. 

Die Formel (46) ist der allgemeine Ausdruck fiir das FERMI’sche 
Verteilungsgesetz. Liegen die Energiewerte « sehr nahe zusammen, und 
zwar so, dass ihre Anzahl zwischen ¢ und e+ de durch 


D («) de 


dargestellt werden kann, so besagt ja (46), dass die Anzahl N (e) de der 
Teilchen, deren Energie zwischen « und dé liegt, durch 
Nase ee CE ese nS rs ie en) 
e'T +} : 

gegeben ist. In den Formeln (43), (44) kénnen die Summationen jetzt 
durch Integrationen ersetzt werden. 

Fiir das ideale Elektronengas ist D(e) in (49) bekanntlich gegeben 
durch 


Sais 
D()=VCek, i= Sala ae > al AS) 


Die Formel fiir 2 kann man in diesem Fall durch eine partielle Inte- 
gration umformen, und man bekommt sofort die universelle Relation 
zwischen p V und E in einem idealen Gase: 


” ae mea 
pV=9=CVET | tog (1 eT )eede=scv [ d=} 
0 0 ent al 


Die andern Formeln fiir ein Elektronengas sind geniigsam aus der 
Literatur bekannt; wir erwahnen nur, dass dem NERNSTschen Theorem 
geniige geleistet wird, und dass die Entropie beim absoluten Nullpunkt 
proportional zu T nach Null geht. 


he 


Enthalt das System nur gleichartige Teilchen, die dem symmetrischen 
Auswahlprinzip geniigen, so erhadlt man mittels des kanonischen grand 
Ensemble leicht die Formeln der BOSE-EINSTEIN Statistik. Wiederum 
bestehen die Formeln 


Me Re a Bo =>; 
1 1 
zurecht; nur kann jedes 6; diesmal alle Werte 0,1,2... annehmen. Fiir 
die in (36) auftretende Summe bekommt man jetzt 


z—§ —1 


=a(i-e*)... . 61) 


Offenbar darf z nicht grésser sein als der kleinste Wert émin. der unter den 
e-~Werten vorkommt: fiir z—=€nin. ist man gerade im Falle der BOSE- 
EINSTEIN Entartung. Wir berechnen noch die mittlere Anzahl der 
Teilchen in einer beliebig herausgew&hlten Gruppe stationdrer Zustande 
(vgl. S. 22). Fiir diese erhdlt man: 


Die gre 


Durch (52) wird die BosE-EINSTEIN Verteilung zum Ausdruck gebracht. 
Fiir die Fluktuation von v4 findet man 


a eae zum Fall der FERMI-Statistik (vgl. (48)) ) folat hier: 
» das enone in %a bei peasecn v4 relativ | le 


Mathematics. — Sur deux, trois ou quatre nombres premiers. Par 
J. G. VAN DER Corput. (Deuxiéme communication). 


(Communicated at the meeting of December 18, 1937.) 


J'ai besoin de plusieurs propositions auxiliaires. La suivante est un 
théoréme connu de DIRICHLET. 


Lemme 3: Si a est un nombre quelconque et si t est un nombre 


: : ; , eee : a , , 
>1, il existe au moins une fraction irréductible — telle qu'on ait 
qd 


O0<q=t et |a eg ers Ee Ne: 
C'est M. I. M. ViNoGRaDow, qui a déduit le théoréme suivant: 
Lemme 4: Soit x=1 ou 2. A tout nombre naturel m correspondent 
un nombre naturel 7 et un nombre c, ayant la propriété suivante: toute 
paire de nombres réels Z >3 et a, a laquelle correspond une fraction 
irréductible telle que 


a : 
eR HqiZ-*2" et 2=qEZ*z", 
qd 


satisfait a linégalité 
ee ae ec oe 


pSZ 


> est étendu a tous les nombres premiers p = Z. 

Remarque: Les nombres 7 et c, possédent la propriété suivante: 
toute paire de nombres réels Z>3 et a, telle que l’intervalle fermé 
(a—Z* z?,a+ Zz") ne contienne aucune fraction a dénominateur 
positif =z”, satisfait a l'inégalité 

Ste IRE ace Ze 

pSZ 
En effet, posons t= Z* z~-”. Puisque I’intervalle (a—t,a-+7) necontient 
aucun nombre entier, on at >1. En vertu du lemme 3 il existe une 


h 
fraction irréductible a avec (12), donc avec 


, 1 
0<qSZ'z' et ol at 


1 : 
Cette fraction, étant située dans |'intervalle (« ae + x) posséde un 


dénominateur =z”, de sorte que les conditions du lemme 4 sont valables. 
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Lemme 5: Considérons une des quatre expressions + u,? + uz’. Soit 
K=1; posons i(v) égal au nombre de maniéres différentes dont il est 
possible d'écrire v sous la forme considérée v = + u,? + un’, Ol uy, et uz 
désignent des nombres naturels =K. Alors on a 


5 2(v)< 9K? (1+ log K). 
Démonstration: Le membre de gauche est égal au nombre des 
systémes de nombres naturels uj, u, U3, u4, tels que 


tp = K *(o=1,2,3,4); Bue eaves te |; 


Le nombre de ceux parmi ces systémes, pour lesquels on a u; —U;3, 
(donc u»—u,), est égal au nombre de paires de nombres naturels 
u; —=K et u,=K, donc tout au plus égal a K?. 

Considérons maintenant les systémes u;, U2, U3, U4 gui satisfont a (13) 
et pour lesquels u; > 3. Je désigne par a le plus grand commun diviseur 
de u, +u; et ug+u,; donc u, +u,;—ab et u,+u,—ac, ot bet csont 
premiers entre eux. Le produit 


u,?— u;? 2 2 


b (u,—1a3) = a t=" i pe = c (us, — ut) 
est divisible par c, qui est donc un diviseur de u, —u3. Posons u, — u; cd, 
donc + (u, — u2) = bd. Alors a, b, c, d sont des nombres naturels tels que 


ab=2K, ac=2K, cd=Ketbd=kK... . (IA) 


Le nombre des systémes uj, 4, u3, U4, qui satisfont a (13) et a u; > u;, 
est donc tout plus au plus égal au nombre des systémes a, b, c, d, 
satisfaisant a (14), donc tout au plus égal 4 deux fois le nombre des systémes 
a, b, c, d, qui satisfont 4 (14) et Aa b=c, c'est-a-dire tout au plus égal a 
IN] 2K K [K] | 

2 —.c.—=—4K? 3S SAK? (I + log K). 


cel Cc Cc Fe | 


2 


En changeant u; et u;, on trouve la méme borne supérieure pour le 


nombre des systémes uj, uz, 43, uy, avec u, <u. Ainsi le lemme est 
démontré. 
Lemme 6: Soit R le rectangle 


| ere. =u, = B,. A, =u,=B,, 
ou A; =3 et A,=3, et soit 
pur du, du 
ey) = el log u; log u’ 
R 


Ja?+uyf—y| SS} 
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Alors on a pour toute paire de nombres réels a et B, qui sont en 
valeurs absolues =1, et pour tout nombre réel y, 


lewta—eutmisc+ ff day duy 


u,? ay uy? 


Ju? + a?@—y|S1 


A,dw A,dw 
C= 2 
(es ww — A? pieces 


ca ee a 
pene Ie iy sh gi 
+ tdi J tte 
w lw — B? a“ wl w— B,? 
2 


w = B? aoe. 


Démonstration: Posons 
= a : a . n 
a?+u’=—w, u4=—Vweosy, w.=Vwsing, 0<p<s5- 


Alors on a 


os 


e(”)=2 | vWw)dw; . . 2. 2 2. 5) 


v (wo) = 0, si le rectangle R ne contient ancien point u;, uz tel que — 
uj? + u4= ee dans l'autre cas _ 
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et 
dy ik 1 dy, -_ 1 dp, 
dw” logu,logundw  loguy, loguy, dw 
p(w) 
kn [eee i l a wales NG 
2w _} logu, logu,\logu, log u2)’ 
$;(w) 
(u; et u2 prennent pour y= q,(*=1 et 2) les valeurs mu, et u2,). Par | 
conséquent 
dy | — A, A, ‘ 
dw | WwW lw —A,? a WwW Yw—A? af | 
B B — 9; (w 
Be mae ee eT PA, 
wlw—B? wlYw—B,? w 
dans le membre de droite on doit supprimer le een atlas (x=1 ou 2), 
wl w—A? 
lorsque w < Az; le terme ae ero (x= 1 ou 2), lorsque w < By. 
. wl w— B? 


Ce résultat implique que pour toute paire de nombres réels a et £, 


gui sont en valeurs absolues = 


(15)) la différence 


y-2 


4 et pour tout nombre réel y (comparez 


yt? +3 


et ona if wea) — Ort Ade 4 ie 


(dv Soe 


y-3 
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toute paire de nombres réels a et 8, qui sont en valeurs absolues 1 
satisfait pour tout nombre réel y a I'inégalité 


e(y+a)—e(y+f)|=Gt+ | { diy dup 


| uy — U2 
R 
a — a? — y| S51 
ou 
yt y+1 
G | A, dw [ A,dw 
J wl A,?—w wl A—w 
y—1 y=) 
Ll A. 1=wow=A 
ytl y+1 
B, dw i B,dw 
a je a SS SSS 
J wlB?-—w wl B/—w 
y=—1 y—1 
1 Se 3 8 1Sw0SB? 


Démonstration: I] suit de (16) que u,;—uy, est nulle parte égale 
a zéro dans R. Sans troubler la généralité, on peut supposer u, > up 
partout dans R: sinon il suffit de changer wu, et u2. On a oe (v)=0, si 
v =; on peut donc supposer y= 2. II suffit maintenant de poser 


uj —u’—w, 4—Vweoshy, 1=wsinhg, 


et la démonstration est complétement analogue a celle du lemme précédent. 
Lemme 8: Considérons une des expressions + u,* + u,’. Soit R le 
rectangle 


R...A,=u,=B, A,=uw=B,, 


om A; =3 et A,=3, et posons 


( _ % du, du, ‘ 
ow — log u, log uy’ 
R 
| bu? a? y| 4 

(dans ce lemme je distingue donc quatre cas différents). 

Dans les deux cas, ott figure u,?—u,* of —u,?-+ u,’, je suppose 
partout dans R 

| u,?—u,? ([=3 Pat NO TR) Ss mk OF, (17) 
Alors il existe une constante absolue cs, telle qu’on a pour tout 


nombre réel y 


| o (y) | es log? (B, +B). . . - . « « (18) 
et 
i SiMig ak) | < eaten! Erce Bain Meera) 
h=— 0 
ou 
M (y)= Max |e (y+a)— ey +P)| er oe ae 20) 
|u|} 


|2|S 
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Démonstration: II suffit de traiter les deux expressions 1,7 + up’, 


car sinon, on peut remplacer y par — y. 
Considérons d’abord l'expression u,?-++u2*. Alors le lemme 6 nous 


apprend 
: = A, dw * A, dw 
ee yr A) | wl w—A,? +{ wl w—A,? 
A;? A? 


B, dw i, Phe BH aor. du, duty 
fo ie Bee Io wl w—B,2 uy? + u2?" 
Be 


Dans le membre de droite chacun des quatre premiers termes est égal a 


BY 


oo 


Alege 


1 


et le dernier terme est inférieur a 


du, du, 
ff 2 tog 8, +9 


Traitons finalement l'expression u;? — u>2. Le lemme précédent nous 
apprend 


A; 


A ares, cs (a _ A,dw | 
OTe Ap —w w ae 


aa 
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pour le dernier terme, figurant dans (21) dans le membre de droite, la 
borne supérieure 


ae B, +B, 
. y » dx 
= "| y | < log? (B, + B,).. 
6 1 
B, +B, 


Ainsi le lemme est complétement démontré, car (18) suit de (19). 
Lemme 9: Soit R le rectangle 


Nd SB) ASS BY ee ee) 


oa A=3 et A’=3. Alors on a pour tout nombre entier t 


(oe")dans R log v log v’ - v’ log u log u’ 


pe =—t}3} 


Co,..-+,Cj2 désignent des constantes absolues, convenablement choisies. 

Démonstration: Soit D la partie de R, située dans la bande 
lutu’—t =b. Cheque point (v, v’) A coordonnées entiéres, situés dans 
R et sur la droite u+u’ =t, est situé dans D; achacun de ces points 
correspond un rectangle 


= 


R(v, 0’)....)utu’—o—v"| ‘|=1, 


$, |u—a’—v+v 


dont l’aire est égale a 1. L’ensemble E£, formé par ces rectangles R(v,v ay 
_ est approximativement la partie D, de telle sorte que 


aes a |< log (B+ By (23) 


Bg RLS Se id 
—_ J,| eos LY tor Tyo: conga 
= ae "= Ms is 


du’ du, du, 
Ae ines es = fff log u’ log u, log uz 


A'St—v SSB 
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Lemme 10: Si R désigne le rectangle (22), ot A=3 et A’=3, 
on a pour tout nombre entier t 


< C13 log (B+ B’), 


l { | du du 
2 eA ee er 
(,0)dansR logu logv Je log u log u 


|a—w’—t|S4 


c;; désignant une constante absolue, convenablement choisie. 
La démonstration est complétement analogue 4 celle du lemme précédent. 
Lemme 11: Supposons que les conditions du lemme 8 soient valables, 
que B’ > A’=3 et que (A,B) soit le plus petit intervalle tel que tout 
point (u;,u2) de R posséde la propriété que le nombre + u,? + uy? 
appartienne 4 cet intervalle (A, B). Alors on a pour tout nombre entier t 


Ju! oie et 


C\4,+-+,Cy7 désignant des constantes absolues, convenablement choisies. 
Démonstration: Pour tout nombre entier v tel quae A=v=B et 
A’ =t—v=B, ona 


od) “F elwdu |_ 
log (t—v) (are =f 


1 
Net v—% 


aah Weer wile 
log(t—v) log(t—u) 


= ,,, 097(B + B:) 


du 


= C15 rs + M(v) 
—v 
en vertu de (18) et (20), donc 
raze (eeea— J tent) 
Al SS t-o SB ar 
= ¢5 log? (By + B2) = + > M(v) 


Aye Poe 
< C6 (log B’) log? (B; + B2) 
en vertu de (19). 
Puisque @(u) est égal A zéro pour tout point u dont la distance a 
l'intervalle (A, B) est ead a 4, la différence 


a e (u) du 
poe == B fe een ry ih log (t—u) ° oa eee (25) 


A’ St-v SB! v—% A'St-uSSB' 


peut tre écrite comme la somme de deux intégrales, de telle facon que 
de chacune d’elles le chemin d’intégration a une slonitiens =I, et que 
la fonction a intégrer a une valeur absolue =c,; log? (B, +B) en 
vertu de (19). Par conséquent l’expression (25) est en valeur absolue 


<4 (log B’) log?(B; +B,); (24 


) 


i 


35 


— 2 ’ . . ’ . 
= 2); log’ (B, + B,), d’ow suit I’assertion, puisque la derniére intégrale, 
figurant dans (25), est égale a l'intégrale figurant dans (24). 
Lemma 12: Supposons que les conditions du lemme 8 soient valables. 
Considérons en outre une des expressions + u,2+u,?. Soit R’ le 
rectangle 
R’...Ai:Su,=B, A? =u = B; 
ou A; =3 et A;=3, et posons 
ey’) = | | ae 
ae log uy log u)" 
my 
+ u,'*+ uy!?—y! | = } 
Dans les deux cas ot figure u,?— uy? ou —u,?+u,?, je suppose 
partout dans R’ 


Je désigne par (A’, B’) le plus petit intervalle tel que tout point (u,’, uy) 
de R’ posséde la propriété, que le nombre + u,;? + uy? appartienne a 
(A’, B’). 


Alors on a pour tout nombre entier t 


| &; By % By d d d ! d ' 

y O (v) o! (t—v)— u; Ally AU; AU2 

oe ea l log uz log uj log u: 
| Ao 8B Og U,; log Uz log Uy; log U2 
At — oF A; A, A,' A,’ 


< Cig log? (B, + B,) log? (Bi - B2); 


Cig, Cig Cf Coq désignant des constantes absolues, convenablement choisies. 
Démonstration: Pour tout nombre entier v tel que A=v=B et 


——- 


—v=B’, le ee 


, du, du, nee 2 
@ (v) 0’ (t— >a lociisiosaae (t—v) 


aon —y |S 


est approximativement égal 4 
du, du, ; 3 5 
1 2 _ 9! (t—(4 uy? + a”)). 
ape aco ((—(ae my? ce 12’)) 


En effet, la différence est en valeur absolue 


= @ (v) M’ (t—v) (oa M"(y) = WeeeittE + a)—¢’ (y + §)|) 


= ¢, log? (B, + B,) M’ (t—») 


en vertu de (18). Il en résulte que 


i: - du, du, du,’ du,’ 
_remeage Che Neha A s% SSIS log uy log uz log u,’ log uy’ 9) 
Al ‘eee B’ AS to SB 


ae ae 
hay? tuPta,'?t a/*—t| S =4 


Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XLI, 1938. %) 


Shen 


est en valeur absolue tout au plus égale a 


c, log? (B, +B) S M/ (t—v) < eyo log? (B, + B,) log? (Bi + B?) 


oa oo 


en vertu de (19). 
Comparons le dernier terme de (26) avec 


$ 7. . . sai 7. . » . du, du, du; du (27) 
somes No) log u; log uy log u; log u2° 
RR 


| bu Ptottu,/?+ o/—+ |S} 


La contribution a (27) des nombres v, tels que la distance de v a 
l'intervalle (A, B), ot celle de t—v 4 l’'intervalle (A’, B’), soit supérieure 
ou égale a 1, est égale a zéro. Il y a donc tout au plus quatre nombres », 
qui ne satisfont pas au systéme d’inégalitéts A=v=B, A’=t—v=B’, 
et pour lesquels la contribution a (27) n’est pas nulle. La contribution 
de chacun de ces v est, en valeur absolue, inférieure a cz) log? (B, + B,) 
log? (B,’ + B,’) en vertu de (18). 

Ainsi le lemme est démontré. 

Lemme 13: (Théoréme de SIEGEL-WALFISZ): A tout nombre naturel 
m correspond un nombre c2,, dépendant uniquement de m, tel que 


l'inégalité 
et 1 uf: du 
eee Pq) J logu 
2 


p —k (mod. q) 


C271 xX 
(log x)" 


vaut pour tout nombre x= 3, pour tout nombre naturel q et pour tout 
nombre entier k, qui est premier avec q; partout dans ces communications 
y(q) désigne la fonction d’EULER. 

Maintenant encore une remarque concernant le lemme 1. Dans la 
démonstration de ce lemme, la condition que @(v) et o’ (v’) soient monotones, 
n'est employée qu'une seule fois, notamment pour la déduction des 
inégalités 

C27 I’ 
|sinza| ~ 


C23 HY Bis 


|sinza|’ 


| 2 0 (v) e2 tian | vas et | 2 o’ ( ezine! |< (28) 


Cx2 et C23 désignant des constantes absolues, convenablement choisies. 
De cette remarque il résulte qu'on peut remplacer la condition de la 
monotonie des fonctions @ (v) et 9’ (v’) par les inégalités 


= je(otl)—e)|Sret F — lo’(v’+1)—o'(v')i|SI’. (29) 


vetv+1dans V v' etv’+1dans V’ 


En effet, moyenant la sommation partielle, on déduit immédiatement 
(28) de (29), en vertu de ce que |o(v)|=T et |e’ (v’) |S. 


[ery 


She) 


Aprés ces propositions auxiliaires je retourne aux expressions fj, 


fa, ...,f, nommées au commencement de |'introduction. Ces expressions 
ont la forme 


f=ptps fh=p?+p2+p's f=pi2+p2+pi?2+p,?; f=p—p’: 
fs=—pi’—pi tps fe=p—pP+p's f=pi2t+ p+ pi?— py”: 


2 


fs =p? + p2 Di a 


de sorte que chacune d’elles peut étre écrite sous une des formes 


Beep EPpy ps 4p 3) Epi py pi ep, ae et) 


Je supposerai que les nombres premiers p, p’, pi, po, pi’ et po’ sont 
situés dans des intervalles donnés, notamment 


A=p=B, A’=p’'=B', A,=pr=B, A,=m=B), 31) 
1=pi=B8), 5=p2.=B, \ 
Considérons une des expressions (30). Soit F(t) le nombre de maniéres 
différentes dont il est possible d’écrire f sous cette forme, les nombres 
premiers étant situés dans les intervalles donnés; par exemple, lorsque 
nous traitons f;, F(t) est le nombre des maniéres différentes dont il est 
possible d’écrire tf sous la forme p,? — p)*-+p’, ot les nombres premiers 
Pi, P2 et p’ sont situés dans les intervalles 


Ay <p: = Bip A; <p B, et Al <op Bs, 


Comme je vais démontrer, F(t) posséde pour beaucoup de valeurs de 
f une valeur approximative, qui, a un facteur prés, est égale a la 
fonction (t), qui est définie comme suit: 


BB ae: 
u du 
= PP ee Pe ee aS 
see ulele log ulog u’ 2) 
A A’ 
Jute! —t| 4 : P 
pour les expressions pp’; 
tare dir, duty du’ 
= ee UT ee SUL 
o()= Lf logu,loguzlogu’ © 33) 
‘A, Ay A’ 


|batea? +o’ —¢) St a ie 
pour les expressions + p,°+p2°+ p’; 


B, By B’, B’ 
; du, du, du’, du’, 
AG ae log u, log uz log u', log uy’ 
A, Ay A, A's 
| -eay? sk ay? eye! —t| —— 
pour les expressions + p,? + p2”? + pi? + Pp 


(34) 


'2 


3* 
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Il va sans dire qu'il faut prendre toujours les signes correspondants ; 
par exemple pour |’expression —p,?+ p.?+ p’, la fonction correspon- 


dante (ft) est 
du, du, du’ 
py} log u, log uzlog u’’ 
étendu a la région 


A,=0,=8, A.=w2S8B, ASS, |—a?+0?70—-t\= 


Comme je viens de dire, F(t) posséde pour beaucoup de valeurs de ¢, 
une valeur approximative, qui est, 4 un facteur prés, égale a Q(t). Ce 
facteur contient une fonction H(q, ft), qui est définie pour tout nombre 
naturel q et pour toute valeur entiére de ¢, comme suit: 


2ai— (hth! —1) 


H(qd= Ss e ak a he aR ee: 
n= F ane a 
pour les expressions p + pe 
, 1 2i— (h! hye +h”) 
(BL (q, j= —"aynr @ (q) 2 ieee ie . . . . . . (36) 
pour les expressions See p+ p’; 
1 eo) pat aes 
H ’ t = Saree qd ; ae + + d 
aes PQ) eshutabiang ee 


pour les expressions + p;* + p,? SS Puce pars 


lett nombres _naturels Tee ee Rage 
e ‘ore sans dire qu'on doit prendre p r les t 1adrat 


pla) ay, bonedin EULER, et les nombres ashi! Ay I hy 


_— 


Mathematics. — On additive properties of squares of primes. I. By 
P. ERDOs. (Communicated by Prof. J. G. vAN DER CorPUT). 


(Communicated at the meeting of November 27, 1937.) 


Introduction. 


In three papers, one of which is published"), and the other two of 
which will appear shortly, [ proved the following results: The densities of 
the sets of integers p? + q?— 1? (p, q, r, odd primes) and p? — q?-+ 2! are 
positive. In the introduction of I, I. stated the following conjecture: The 
density of the integers of the form p?-+ q?+ r? is positive. Now I have 
succeeded in proving this conjecture and the present paper will contain 
proofs of the following 4 theorems”): 

1. The number of integers not exceeding n, of the form p?+ q? is 


n 
greater than c, 7 


(log n)?" 

2. There exists an infinity of integers m such that the equation 
m= p?-+ q? has one and only one solution. 

3. The density of the integers of the form p?-+ q*-+ 2? is positive. 

4. The density of the integers of the form p? + q? + 2'-+ 2% is posi- 
tive. It is clear that 1. follows from 4. Nevertheless we give an inde- 
pendent proof of 1, partly because it will help to make clear the method 
and partly because we shall be able to deduce 2. from it. From 3. and 
a well known result of SCHNIRELMANN we immediately deduce that a 
constant c, exists such that every integer is the sum of c, or less positive 
squares of primes. The chief importance of 4. lies in the fact that the 
number of integers of the form p?-++ q?-+ 2+ 2" not exceeding ndoes 
not exceed c3n. 

Throughout this paper n denotes a sufficiently large integer, c,,c2,... 
and y positive absolute constants, y will be used only as an exponent of n. 


§ 1. 

We require the following. 

Lemma 1. Let e,,€y-..,ek: Fir fo» --++ fe be integers with |e:|,|f|<n%, 
and for no iand j e:=e;, fi=fj at the same time, then the number A 
of pairs of positive integers x and y, not exceeding n, for which 

en fugintaX often: Ck eile eee om 
n? (log log n)**! 
(log n)* 
1) On the easier WARING problem for powers of primes, Proc. Cambridge Phil. Soc. 33, 


6—12 (1937). I shall refer to this paper as I. . 
2) In connection with all these problems, see VINOGRADOV, Comptes Rendus de l’Acad. 


des Sciences de I'U.S.S.R., 16, 131—132 (1937). 


are all primes, is less than cs 
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Proof. We first estimate for fixed y the number Ae of x not exceeding 

n, for which all the integers (1) are primes. We may evidently suppose 

(e, f) = 1, i= 1, 2,...%. Let p be any prime not exceecnigur awit 
pte: €3 ..-e, and lec fiy| > n" (i= 1 2k) en 

x x — by i by _ = ( 


g- 91 0 Wap 


e2 


mod p), 


since e:x +f; y are all primes. 
These k residues are all different if p +f y ), where 


f(y)=ye en atoll ol @ fy ents), 


P 


We may suppose f(y) #0 for evidently e; f; —e; fi; ~ 0). 

Thus, by Lemma 2. of I and by the fact that there are at most 2kn’, 
values of x for which one of the inequalities |e; «+ fi y| > n’ (i=1,2...h) 
is not true, we obtain 

Aa aicg ni. Li 12) 2k. oe ee meh 


p<n’ 
ptf(y) 


By applying the inequality 
Peg ee a> Kien 
Da) ec daalD 
for the primes p >k (k-+-1) dividing f(y) we obtain from (2) 
3 belts n(log log n)k+! 

A, con (disse ad < a Dk ni <c,tlloglog nt? 

F WlbtI}<p<a? elf a ae 38s (log n)* (3) 
since 
rire nS bs <. 

f a ee (log ne : an may ; 
rd Nn omiretbseingaal oe nereea Bi cay + motes . | 
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The number B’ of integers m not exceeding n for which the equation 
m= p’ + q? with p>q 

ea ih 

(log n)?" 

Proof. Denote by »(m) the number of solutions of the equation 


has one and only one solution is greater than Cio 


m=p’?+q? with p>q; 
we then have 


B= 5 o(m— 5 o(m> 
1 


n 
n= = 


E (Lp (m)P—y (m)). (4) 


1 


p (m)— 


m=1 m 


a= 
¢(m) 2 


Evidently 


eae Nate UA gga beta viererscr ee a (Cl 
Next we prove 


(Ee MP9 im) < Ge 


i 
3 
ahs? 


Denote by C the number of solutions of 


Pee Tt as? (pg? yp 57) 3 eee moe) 
then 


ee (Lp a sk 7) \=— 2.0; 


so that it will suffice to estimate C._ | 
We A eget ie His Aatcl: pen aol aatie seedy 


wt 
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From (10) we obtain 
s—=— b’d(mod a’), 


which means 
$23)! d.t-a aril «eee 
From (11), (10) and (9) we have 
p——a’d+b’x 
poe i sad Ble h 4 1 ee Be ee) ; 
Ge 8ihod 26 x 
Denote now by D the number of solutions of (11) and (12) with 


led Saonly ey a eS a Be SO 


- then evidently | 
De. 


jior.it 24d, x doa not satisfy (13) then at feast one of the primes p,q,1r,s 
is greater than n’!), 

Hence it will be sufficient to estimate D. 

Now we write 


D=D'+D" 
where D’ denotes the number of solutions of (11) and (12) with d<n' a 


by and D” the number of solutions of (11) and (12) with nk d<ak, Pea 
A = ae we estimate as _ Denote by Dix the nu: ber of alutiena re, 
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From (14) and (15) we obtain 


n'ls d n'le sls 
ee ee > DS Die 3 Dix 
x=1 x=1 x>d x=H8 ; 
« te 16) 
Ci2n (log logn) | cy3n (log log n)° 5, 
= d (log n)* sg d (log n)* les 
Finally from (16) 
1 ; 
eee cia (log log n) ‘lk n (log log n)° 
ir Sa Dz <— ~ (logne n)3 te 2n <— C15 (log n)3 oe S. ese. (17) 


Now we estimate D’. Denote by Dj,y,4 the number of solutions in 
x of (11) and (12) for fixed a’, b’, d. 
By putting 


—b’d=fiy. —a'd=fiy, a'd=fry, b’d=fiy, ee=a’, e=es=8' 


Wy Ys ; 
and replacing n by = (2 = =e << n) we obtain from (3). 


eet. n'l: (log log n)° 
Daywya Secis Tia’ (log nyt” 
Now ; 
mi ba ” nile (log log ny 3 
Dia “a2 Daven < C16 (logn)* 


nt ¢ : eas 


ie 
oi 
1 D : : “ 
SCP e232 ee 


= 


Mathematics. — Ueber eine Integraldarstellung der WWHITTAKERschen 
Funktion. Von C. S. MEYER. (Communicated by Prof. J. G. VAN 
DER CORPUT). 


(Communicated at the meeting of December 18, 1937.) 


Die parabolische Zylinderfunktion D,(z) besitzt bekanntlich fiir 
KR (n) <0 die Integraldarstellung ') 


Daa) = Fg | eT eee es eae 


Eine bekannte Integraldarstellung der Funktion K,(z) ist 7) 


K, (z) =| e70sh& cosh yw dw (z#0,fargz|<32). . (2) 
0 


In der vorliegenden Note werde ich zeigen, dass obige Formeln nur 
Spezialfalle der folgenden Beziehung sind 


Watch 20 tte f e-fécosh2v PIE*4 (cosh v) (sinh v)-2**+* dv. . (3) 
0 
In dieser Relation wird €#0,|arg6|< ia und KR(k)<1 voraus- 


gesetzt; W,,(¢) bezeichnet die WHITTAKERsche Funktion *) und P* (2) 
die zugeordnete LEGENDREsche Funktion erster Art *). 


Beweis von (3). Ist €0 und |arg¢|< 32, so besitzt die Funktion 
Wi, m(¢) die Integraldarstellung °) 


en 45 Ck 


Wi, m (6) = (a) J tF(dom kt moka: — 5) Cal dioanstA) 
0 


1) Man vergl. E. T. WHITTAKER and G. N. WATSON, A course of modern analysis 
(4th edition, 1927), §§ 16.6 und 12.22. 

2) Siehe G. N. WarTsoN, A treatise on the theory of BESSEL functions, S. 181 (1922). 

3) WHITTAKER and WATSON, loc. cit., chapter XVI. 

4) Fir die Definition der Funktion P! (¢) vergl. man E. W. HOBSON, The theory of 
spherical and ellipsoidal harmonics, S. 188 (1931). 

5) C. S. MEIER, Ueber die Integraldarstellungen der WHITTAKERschen Funktion 
Wy, m (2) und der HANKELschen und BESSELschen Funktionen, Nieuw Archief voor . 
Wiskunde (2) 18 (2tes Heft), S. 3557 (1934) (S. 36, Fussnote 3)), 
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hierin ist 6 ein Punkt des Intervalles 


Max (— 42, —a-+ arg l) <o< Min(42, z+ arg ¢) 
und a eine beliebige Zahl mit St (a) > 0. 


Nimmt man nun o=arg6, also |arg C\< 42, t=+4£ (cosh 2v — 1) 
=C sinh’ v und a= }—2k (K(k) <4), so geht (4) iiber in) 


— CD, ; —}Scosh2v 
Win = Tym | ° S 
0 


x F(s—m—k, 3 + m—k; 4—2k; —sinh? v) (sinh v)-** cosh v dv) (5) 


— ran eW bb cosh2v F'(m —k, —m—k; 42k; —sinh? v) (sinh v)~** dv, 
0 


Man hat aber ’) 


2H util, eb 
Ph o) = pe twa (PRE ;l—u; 1—w"), 


2 
somit 


2k+4 


Pinay (Cosh \=Ta— 9p) 3p (sinhv)- -2k—-} F(m—k, ~m—ksh—2k; —sinh?v). (6) 


Integraldarstellung (3) ergibt sich jetzt aus (5) und (6). 


Beweis von (1). Fiir die Funktion D, (2) gilt bekanntlich*) 
a he EE OA W ons 2a (8 22), 
Ist 20, ere sedis und A yesees so folgt also aus (3) 


Ad 


Formel (7) ist daher aquivalent mit 


D, (e) = 7 ili e-teosh20'(cosh v—1)-*-! sinh dv. . . (8) 


0 


Ich nehme nun vorlaufig an, dass z > 0 ist, und setze 
u 
coshvo=1 +—-—, 
z 
also 1 


2 
cost 20 ==.1 use py ase! und sinh v do =. 


Relation (8) geht dann iiber in 


e-i2 
yO (Z)= 7 Pi tafe te" pe du, 
0 


so dass (1) bewiesen ist fiir den Fall, dass z>0 ist. Durch analytische 
Fortsetzung schliesst man aber, dass (1) fiir alle Werte von z giiltig ist. 


Beweis von (2). Man hat !°) 
iG o=Vz WM, (22); =" 


ay gk vad a (nt 2 = ednoccatet Pi ‘ 
EE oe soap gence en bag aan ee 


Mathematics. — Metrisches tiber die Approximation reeller Zahlen. 
Von J. F. Koxsma. (Communicated by Prof. J. G. VAN DER Corpur). 


(Communicated at the meeting of December 18, 1937.) 


Das Ziel dieser Note ist der Beweis des folgenden Satzes. 


Satz 1. Seien a, A(x)#0, und (x) >0(x=1, 2,...) reell und 
die beiden Reihen 


Foy, 3 eae sen Sates 


konvergent. Dann hat fiir fast alle reellen O das Ungleichungssystem 
a— O(x)=0 A(x)\—yHa4+ P(x). . . . . . (2) 


héchstens eine endliche Anzahl Losungspaare x, y mit ganzen x > 0, y. 

Bemerkungen. 1. ,,Fast alle 6” bedeutet, dass die Menge der Aus- 
nahmezahlen @ das LEBESGUEsche Mass Null hat. Es geniigt offenbar 
den Satz zu zeigen unter der Einschrankung 


q=G=aqtl, 


angenommen, dass hierin q jede beliebige ganze rationale Zah] bedeuten 


kann. 
2. Fiir |A(x)}=1(x=1, 2,...) folgt die Konvergenz der zweiten 


Reihe (1) offenbar aus jener der ersten Reihe (1) und geniigt es z.B. 


O(NSL oasis «=2 


Cellos 


zu setzen. 
3. Satz 1 bildet eine Verallgemeinerung der zweiten Halfte des 


folgenden KHINTCHINEschen Approximationssatzes ay 


Satz 2. Es sei (x) >O(x—1,2,...) und es werde formal 
eS Py (x) 


1 


gesetzt. Dann gilt 


1) A. KHINTCHINE, Einige Satze iiber Kettenbriiche, mit Anwendungen auf die 
Theorie der Diophantischen Approximationen. Math. Ann. 92, 115—125 (1924). 
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A. Die Ungleichung 
| Ox—7] << Ox) = fe en) 


hat fiir fast alle reellen @ unendlich viele Losungspaare x. y mit ganzen 
x >0, y, falls x D(x) monoton ist und R divergiert. 

B. Die Ungleichung (3) hat ftir fast alle reellen 6 hochstens endlich 
viele Losungspaare x, y mit ganzen x, y, falls R konvergiert. 

In der Tat ist der ,,homogene lineare’’ Satz 2B im ,,allgemeinen”’ 
Satz 1 mit a= 0, A (x) = x enthalten. Der einfache KHINTCHINEsche Beweis 
des Satzes 2B (dessen Grundgedanke sich iibrigens schon bei Herrn 
BOREL’) findet) lasst sich leicht auf den Fall des Satzes 1 iibertragen. 
Schwieriger ist die Frage, Satz 2 A adhnlich zu verallgemeinern, wie hier 
mit Satz 2B geschieht. In dieser Richtung habe ich mit andern Methoden 
mehrere Satze gezeigt. Die von diesen Satzen gelieferten Approximationen 
sind aber weniger scharf, als man mit Hinsicht auf Satz 2 A erhoffen 
diirfte °). 

Beweis des Satzes 1. Sei q eine beliebige ganze rationale Zahl und 
q=9=q-+1 (vgl. Bemerkung 1). Jedes Lésungspaar x=1, y von (2) 
gentigt a fortiori den Ungleichungen 


x) 
A (x) be (ad == A(x) } (A (x)| ate) tet a ean Es (4) 


Nach den Voraussetzungen von Satz 1 gibt es ein ganzes x)=1, so 
dass-0).(x)<o.4 “fie xcs cpeist 

Ist nun x= Xp eine feste ganze Zahl, so liegen von den Aquidistanten 
Punkten 


yo 
A (x) 


(g =O, =2.1) 525s.) 


1 
( mit der Entfernung ae) hochstens *) [| A (x)|]+ 1 im Intervall 


q=9=q+1. Wegen $(x)<1 haben also héchstens [| A (x)|]+3 


der Intervalle (4) einen Punkt mit q=@=q-+1 gemeinsam. Ihre Ge- 
samtlange ist 


=P + Tye} o 


L(x) = {{4@|] +3} 72 


x)| 


*) E, BoreEL, Contribution a l'analyse arithmétique du continu. J. math. pures appl. 
(5) 9, 329—375 (1903). 
3) J. F. KOKsMA, Metrisches zur Theorie der Diophantischen Approximationen. Proc. 
Royal Acad. Amsterdam, 39, 225—240 (1936). 
Weitere Arbeiten sind in Vorbereitung. 
4) Fir reelles u bedeutet [uw] die grésste ganze Zahl <u. 
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so dass wegen der Voraussetzungen des Satzes 1 die Reihe 


SLC kn oe ee (6) 
x= mM 
konvergiert. Bedeutet nun Wt (x) die Durchschnittmenge der Vereinigungs- 


menge jener Intervalle (4) mit dem Intervall qg=6=q-+1, so ist das 
Mass von ‘Jt (x) gleich 


- mt Wt (x) =L (x) (<= Xp). 


Wegen der Konvergenz von (6) gehéren also fast alle 0 aus q=@0=q+1 
hédchstens einer endlichen Anzahl der Mengen ‘Wt (x) (x= x9. Xo + 1,-..), 
also héchstens einer endlichen Anzahl der Intervalle (4) mit x= x an. 


Q.e.d. 


, a en or : ay 


sy. eee seeiitee kas 


- 

= 
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Histology. — Bau und Formwechsel der Golgikérper in dem primaren 
Dotter des Hiihnereies — und die Systemtheorie der Golgik6rper. 
Von GOTTWALT CHRISTIAN HirscH und J. W. SLUITER (Aus dem 
Laboratorium fiir Experimentelle Morphologie des Zoologischen 
Institutes, Utrecht). (Communicated by Prof. H. J. JorDAN). 


(Communicated at the meeting of December 18, 1937.) 


Der von GoLai entdeckte ,,Netzapparat’’ in den Zellen der Tiere und 
Pflanzen sollte wohl von neuen Gesichtspunkten aus betrachtet werden, 
wenn die Untersuchung dieser Zellstrukturen sich nicht festfahren soll 
in einfachen Beschreibungen iiber das Vorkommen. So hat G. C. HIRSCH 
in den Verhandlungen der Amsterdammer KO6niglichen Akademie der 
Wissenschaften im Juni und im September dieses Jahres versucht, die 
grosse Anzahl der genauen und guten Arbeiten auf diesem Gebiete in 
Uebereinstimmung zu bringen mit den Erfahrungen unseres Laboratoriums 
aus den letzten 12 Jahren. Er hat eine Theorie aufgestellt, welche zunachst 
einmal versuchte die Spreu vom Weizen zu trennen und zu untersuchen, 
welche Aussagen heute iiber den Bau, den Formwechsel und die physio- 
logische Bedeutung des Golgiapparates gemacht werden kénnen. In den 
folgenden Zeilen soll keine Wiederholung dieser ,,Systemtheorie der 
Golgikérper’” gegeben werden; es soll vielmehr in Form einer vorlaufigen 
Mitteilung dargestellt werden, was an einem besondern Objekt: namlich 
an dem sich entwickelnden Hiihnerei als bejahender oder verneinender 
Beitrag zur Systemtheorie gefunden werden kann. In wieweit stimmen 
die Befunde am Hiihnerei mit der Systemtheorie iiberein und in wieweit 
nicht? 

Technik. Untersucht wurden die friihen Stadien der Eientwicklung 
bei Kiiken im Alter von 5—153 Tagen. Das Alter der Eier wurde jedoch 
bestimmt nach dem Durchmesser; dadurch wurde die Reihenfolge fest- 
gelegt. 

Kleine Stiicke wurden 24 Std. fixiert in der Mischung von NASSONOV 
(1 % Chromsaure 2 Teile, 3% Kaliumbichromat 2 Teile, 2 % Osmium- 
sdure 1 Teil) und kamen dann fiir 3 bis 4 Tage in eine 1 % Osmiumsaure 
bei 37° C. Schnitte 2—5 yw dick; wenn nétig Bleichen mit Kaliumperman- 
ganat und Essigsdure. Nachfarben mit Safranin. 


Die Struktur. 


Man ist heute noch ziemlich allgemein der Meinung, dass bei den 
Wirbeltieren der ,,Golgiapparat’’ in Form eines sog. Netzes vorkame, 
wahrend wirbellose Tiere einen sog. ,,diffusen Apparat” besitzen sollen. 
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Es liegen aber schon an Ganglienzellen, am Pankreas, an der Schilddriise 
und an Muskeln der Vertebraten einige Untersuchungen vor, welche 
zeigen, dass diese Auffassung unrichtig ist; auf diese Untersuchungen 
von Dornesko, E, Ries, FiscHER und Ries, OKKELS und EASTLICK ist 
im Juni dieses Jahres durch Hirscu ausfiihrlich hingewiesen worden. 
Hirscu hielt es demnach fiir méglich, dass auch bei Vertebraten der 
»Golgiapparat” aus einzelnen Golgikérpern aufgebaut ist, die im »Golgi- 
feld” nur zu einem Haufen beieinander liegen und nach Impragnation 
mit Osmium ein Netz vortauschen. Jeder Golgikérper formt nach seiner 
Meinung auch bei Vertebraten ein an sich geschlossenes System. 

Die erste Frage an unser neues Objekt war also: besitzt der ,,Golgi- 
apparat’ der Eizellen der Vertebraten eine netzformige Struktur oder 
besteht er aus einzelnen kleinen Systemen? 

Es wird bisher allgemein behauptet, dass bei Hiern von Vertebraten 
,»,Golginetze’” vorkamen; eine Ausnahme macht nur die Arbeit von 
D. Norain 1937 bei Fischen, wo einzelne Golgikérper beschrieben 
werden. In Hinblick auf das Hiihnerei liegt besonders die Untersuchung 
von T. IKEDA 1926 vor, welcher die Entwicklung und das Schicksal des 
Golgiapparates an demselben Objekt untersucht hat, jedoch: mit einer 
andern Technik: namlich mit der Silberimpragnation nach CajAL. Es 
sind infolgedessen unsere Erfahrungen mit Osmiumsaure nicht direkt mit 
denen von IKEDA zu vergleichen. Es ist aber aus den Erfahrungen in 
unserem Laboratorium und auch an den Ganglienzellen bei Wirbeltieren 
von DoRNESKO und BLESNITZA (1936) bekannt, dass die Impragnation 
mit Osmiumsdure klarere und naturgetreuere Bilder erzielt als die Imprag- 
nation mit Silber. 

IKEDA hat in jungen Stadien der Eientwicklung eine kleine netzférmige 
Kappe gefunden, welche gegen die eine Seite des Zellkernes anliegt und 
bei der weiteren Entwicklung ein geschlos-~ 
senes Netzwerk bildet. Er beschreibt, wie 
die schwarzen Faden des Netzes spater 
auseinanderfallen in kleine Drahte und 
Koérnchen, die sich um einzelne Dotterkérner 
| herumlegen. IKEDA steht also auf dem Boden 
10“ der Netztheorie: er sieht zuerst nur die 
Abb. 1. Eizelle eines Kikens von _-Schwarzen Maschen des Netzes, spater 
5 Tagen. Ei 9: 15 uw. Nach kleine schwarze Drahte und Brocken. 
Osmium-adsorption. Golgikérper Unsere Beobachtungen iiber die ersten 
konzentriert im Golgifeld. Stadium Stadien, welche in Abb. 1 wiedergegeben 
1: ohne Innenkérper. Stadium 2: orden, zeigen, dass man wohl zu dieser 

2 agian BLE Auffassung kommen kann, wenn man sich 
blind starrt auf die schwarz impragnierten Teile. Wenn man jedoch auch 
nach anderen Zellstrukturen blickt, dann sieht man, dass das Golgifeld 
sunachst aus einzelnen Vakuolen oder Granula besteht, deren Oberflache 


- Osmiumsaure adsorbiert und reduziert hat. 


Proceedings Royal Acad. Amsterdam, Vol. XLI, 1938. 4 
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Dieser neue Befund stimmt iiberein mit der Systemtheorie der Golgi- 
kérper, welche sagt: die Netzstruktur ist nur eine sekundare Erscheinung; 
es kommt weniger auf das Netz an als auf das, was zwischen den 
Maschen des Netzes liegt: auf die einzelnen Vakuolen oder Granula, die 
jedes fiir sich einen Golgikérper oder ein Golgisystem bilden. Der Ein- 
druck eines Netzwerkes wird nur dadurch hervorgerufen, dass diese 
einzelnen Golgikérper in diesem Falle stark zusammengedrangt liegen 
und bei der Adsorption von Osmiumsaure an ihren Oberflachen eine Art 
Maschenwerk entstehen lassen. Dieses Maschenwerk aber ist sekundar 
und nur der Ausdruck eines bestimmten Adsorptionsvermégens jedes 
einzelnen Systems. 

Die meisten der im Golgifeld enthaltenen Golgikérper bestehen aus 
einem Innenkérper (Vakuole oder Granulum) und einer impragnierbaren 
Grenzschicht, die mit Osmiumsaure geschwarzt wird. 

Diese Ansicht wird dadurch bestatigt, dass man das Schicksal dieses 
Golgifeldes auf weiteren Stadien der Eientwicklung verfolgt. Dann sieht 
‘man (Abb. 2), wie sich die einzelnen Golgikérper aus dem Golgifelde 
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losmachen und in das Zellplasma ausschwarmen. Sie machen _hierbei 


bestimmte Veranderungen durch, welche wir gleich naher kennen lernen 
wollen. 


Die Eigenschaften des einzelnen Golgikérpers. 


Die allgemeine und zuerst in die Erscheinung tretende Eigenschaft 
jedes einzelnen Golgikérpers beruht darin, dass die Grenzschicht zwischen 
Golgikérper und Protoplasma zu bestimmten Zeiten — aber nicht zu 
allen Zeiten — Osmiumsaure adsorbiert und reduziert. 

Unsere vorliegenden Untersuchungen zeigten, dass der Grad der 
Adsorptionsfahigkeit der Grenzschicht des einzelnen Golgikérpers im 
Laufe seines Schicksals wechselt. Etets sind neben vollentwickelten Golgi- 
kérpern auch sehr kleine erkennbar, welche vollstandig durch Osmium- 
saure schwarz gefarbt werden und den Eindruck machen, alsob sie durch 
und durch impragniert waren. Die Form dieser Kérper kann wechseln 
von rund bis langlich; ein Innenkérper ist hier vorlaufig noch nicht zu 
erkennen. Auch auf spateren Stadien wie Abb. 3 zeigen sich noch dicht 


Abb. 3. Kiiken von 13 Tagen. Fi 42: 60 u. Nur ein Teil der Zelle ist gezeichnet; 

Kern unten rechts. Entwicklung des primaren Dotters. Golgikérper des 2. 

Stadiums verlassen das Golgifeld und bewegen sich nach oben zur Peripherie 
unter Umformung in das 3. Stadium: das primare Dottergranulum. 


neben dem Kerne solche ersten Entwicklungsstadien des einzelnen Golgi- 


k6rpers. he? , 
Diese Stadien bleiben aber deswegen eine Ausnahme, weil sie sehr 
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schnell voriibergehen: im Inneren jedes einzelnen Golgikorpers tritt bald 
eine besondere Substanz auf in Form eines Granulums oder einer Vakuole: 
es ist das, was die Systemtheorie den Innenkérper nennt. Auf diese Weise 
kann alsbald ein nicht impragnierbarer Innenkérper von einer wohl 
impragnierbarer Grenzschicht unterschieden werden, etwa im Sinne von 
JAN HirSCHLER. Die Grenzschicht stellt also denjenigen Teil des Golgi- 
kérpers dar, welcher die besondere Eigenschaft besitzt, zu bestimmten 
Zeiten Osmiumsaure zu adsorbieren und zu reduzieren. 


Der wechselnde Zustand der Golgikérper. 


Wir wissen heute aus mehreren Untersuchungen, dass die Golgikérper 
als Systeme in ihrem Zustande eine bestimmte Entwicklung durchmachen, 
dass also der ,,Golgiapparat” kein starres festes Zellorganell ist, sondern 
nur besteht aus einer Menge einzelner Golgikérper, die eine bestimmte 
Entwicklung durchlaufen. 

Diese Entwicklung konnte auch an unserem Objekt deutlich verfolgt 
werden. Abb. 2 und 3 stellen hintereinandergeschaltete Entwicklungs- 
stadien des primaren Eidotters dar. Allgemein gesprochen zeigt sich, dass 
im Laufe der nachsten Entwicklung sich die einzelnen Golgikérper aus 
dem Haufen des Golgifeldes freimachen und sich allmahlich zur Peripherie 
des Eies begeben. Wahrend dieser Wanderung durchlauft ein grosser 
Teil der Golgikérper bestimmte Veranderungen. 

Unsere Erfahrung an anderen Objekten lehrt, dass das Adsorptions- 
vermégen der Grenzschicht des einzelnen Golgikérpers wechselt hinsicht- 
lich bestimmten Metallen und bestimmten Vitalfarbstoffen. Wir haben 
hier vorlaufig nur eine einzige dieser Reaktionen der Grenzschicht 
nachgepriift: namlich die Adsorption von Osmiumsaure. Und dann zeigte 
sich die folgende Entwicklungsgeschichte des einzelnen Golgikérpers: 

Erstes Stadium: (Abb. 2) Dieses erste Stadium wurde oben schon 
beschrieben. Es besteht aus runden bis langlichen Golgikérpern, welche 
noch durchaus mit Osmiumsaure impragniert werden kénnen, also noch 
keinen besonderen Innenkérper erkennen lassen. Ueber den Ursprung 
dieser ersten Stadien kénnen wir vorlaufig noch keine endgiiltigen Aus- 
sagen machen. 

Zweites Stadium: Nach kurzer Zeit ist ein besonderer Innenkérper zu 
sehen, der sich von der adsorbtiven Grenzschicht deutlich unterscheidet. 
(Abb. 2 und 3). Dieser Innenkérper wachst nun standig heran. Hierdurch 
wird jeder einzelne Golgikérper je langer je grésser. Die Dichtheit der 
Substanz im Innenkérper wechselt: die Substanz erscheint zu bestimmten 
Zeiten dichter und dann wieder weniger dicht, was vermutlich mit dem 
wechselnden Gehalt an Wasser zusammenhangt. Die Fahigkeit der 
Grenzschicht, Osmiumsaure zu adsorbieren und zu reduzieren nimmt 
immer mehr ab: zunachst ist noch ein dicker Randbelag von Osmiumsaure 
zu beobachten, welcher entweder in Form eines geschlossenen Kugel- 
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belages dem Innenkérper aufsitzt, oder aber in Form einer einseitigen 
Kappe sich auf dem Innenkérper befindet. Im Besonderen fallt auf, dass 
vielfach die Osmiumsaure nicht gleichmassig durch die Grenzschicht 
adsorbiert worden ist, sondern ungleichmassig: d.h. an einzelnen Flachen 
sehr stark, sodass hier eine Verdickung der Oberflache der Grenzschicht 
entstanden ist, an anderen Flachen schwacher. Diese, auch bei anderen 
Objekten gefundene Erscheinung wird bei einer zukiinftigen physikali- 
schen Adsorptionstheorie beachtet worden miissen; hier kénnen wir 
vorlaufig nur darauf hinweisen, ohne uns auf theoretische Fragen 
einzulassen. — Und schliesslich (Abb. 3) ist zu beobachten, dass nur 
noch ein ganz feiner, diinner schwarzer Belag bestimmte Flachen der 
Grenzschicht bedeckt; das bedeutet also, dass nur noch bestimmte Teile 
der Grenzschicht das Vermégen besitzen, Osmiumsdure zu adsorbieren. 

Drittes Stadium: In dem 3. Stadium besitzt die Grenzschicht nicht mehr 
die Fahigkeit, Osmiumsaure zu adsorbieren. Dagegen hat sich der Innen- 
kérper bedeutend weiter entwickelt. In ihm iiberwog urspriinglich die 
wassrige Phase gegeniiber dem Eiweissstoff. Allmahlich aber iiberwiegt 
der Eiweissstoff, welcher deutlich im Innenkérper aufgestapelt wird. So 
ist aus dem Innenkérper ein Eiweissgranulum entstanden, welches ohne 
eine impragnierbare Grenzschicht im Protoplasma liegt. 

Mit diesem Entwicklungsgang stimmt der dritte Teil der Systemtheorie 
der Golgikérper iiberein: die Golgisysteme wechseln in ihrem Zustande 
sowohl in den adsorbtiven Fahigkeiten der Grenzschicht als auch in der 
Zusammensetzung des Innenkérpers. Die allgemeine theoretische Erkla- 
rung fiir die besonderen eben beschriebenen Erscheinungen kann wohl 
die folgende sein: die Grenzschicht ist sehr wahrscheinlich nicht nur 
fahig, Osmiumsaure zu adsorbieren, sondern ist im Leben der Zelle 
vorallem fahig, bestimmte Baustoffe aus dem Protoplasma zu adsorbieren 
und chemisch umzubauen. Diese neu aufgebauten Stoffe werden offenbar 
nach dem Inneren zu, d.h. nach dem Innenkérper transportiert, wie das 
Hirscu und BRETSCHNEIDER (1937) beim Transport vom Eisen gesehen 
haben. An der Grenzschicht oder im Innenkérper (das ist noch nicht 
nachgewiesen) findet eine besondere chemische Synthese von Eiweiss- 
kérpern statt. Jedenfalls werden neue Stoffe, welche in der Zelle aufgebaut 
werden miissen, im Innenkérper gestapelt. Das sind in diesem Falle 
die primaren Dotterkérner (wie wir sie nennen wollen). 


Das weitere Schicksal der primaren Dotterkérner. 


V. D. Marza und E. V. Marza haben 1935 in einer ausgezeichneten 
histochemischen Untersuchung dargelegt, dass man bei dem Hiithnerei 
mehrere Stufen der Dotterbildung unterscheiden kann. 

Die Dotterbildung beginnt mit dem Auftreten von bestimmten Eiweiss- 
granula (Globulin), welche auf der einen Seite des Zellkernes aufgehauft 
sind: dieser Haufen ist unser Golgifeld oder der ,,Dotterkern von 
Balbiani’: diese Granula sind unsere Golgikérper. Dann _ beobachteten 
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wir dasselbe wie die beiden genannten Chemiker: die Golgikérper ver- 
breiten sich iiber die Zelle und fiillen langsam die ganze Zelle an. Welche 
Wege die Golgikérper hierbei einschlagen wird die ausfiihrliche Arbeit 
von J. W. SLUITER noch spater darlegen. Hier kommt es nur darauf an, 
das weitere Schicksal der primaren Dotterkérner noch kurz zu schildern: 
Ist die Zelle von primaren Dotterkérner ganz erfiillt, so werden diese 
allmahlich aufgelést. Das Schicksal des aufgelésten Stoffes ist bisher 
noch unbekannt. Gleichzeitig mit dieser Auflésung entstehen am Zellende 
kleine Vakuolen (wie bereits durch MARZA und MArRza< beobachtet ). In diesen 
Vakuolen entstehen (nach MarzA) allmahlich die definitiven Dotterkérner, 
welche spater in den sog. gelben Dotter iibergehen; zwischen den Vakuolen 
soll dann auch noch der sogenannte weisse Dotter sich bilden. 

Wir kénnen also hinsichtlich der Golgikérper nach unseren Erfahrungen 
am Hiihnerei 2 Phasen der Dotterbildung unterscheiden: als primdaren 
Dotter bezeichnen wir diejenigen Eiweissgranula, welche aus dem Innen- 
kérper der Golgikérper entstehen. Einige Reste von Golgikérpern bleiben 
an der Peripherie der Eizelle iibrig. Die Bildung der sekundaren Dotter- 
kiigelchen aber in den Vakuolen lasst keine Erscheinungen einer’ Adsorp- 
tion von Osmiumsaéure mehr erkennen. Wir kénnen also sagen: beim 
Hiithnerei entwickelt sich aus den Golgikérpern nur der primare Dotter; 
dieser wird wieder aufgelést. Der sekundare Dotter (gelber und weisser) 
entwickelt sich auf eine noch unbekannte Weise. 
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Medicine. — Investigation into the phage content of phage-~containing 
globulin repeatedly precipitated by means of ammonium sulphate. 
By P. C. Flu. (Communicated by Prof. J. v. p. HoEvE.) 


(Communicated at the meeting of December 18, 1937.) 


During researches on the réle of the cation Mgt+ in the lysis of 
bacterium megatherium by the corresponding bacteriophage, I was able 
to demonstrate that the phage in a magnesium-free medium cannot dissolve 
bacterium megatherium. 

However, in such a medium phage is adsorbed by the living megatheria 
as well as by those killed at 60° C. Likewise the protein isolated from 
the microbes appeared to be able to do this. 

A method enabling me to obtain globulins from bacterium megatherium 
is the following : 

The microbes are cultivated in Roux’s flasks on 1 % of peptone agar 
(water 100, peptone 1, agar 2 to 3 %, p,, 7.5). The 18 hours old culture 
layer is suspended in 40 cc of distilled water. In order to obtain c. 1 gr. 
of globulin, at least 2 L. of suspension are required. The suspension in well 
closed flasks is placed in the ice~box for 18 hours. Then it is filtered, first 
through cotton wool, subsequently through ,,papier Chardin” and finally 
through ,,papier Chardin” prepared by means of infusorial earth. 

The result is a clear yellow or brownish yellow liquid which, adjusted 
to p,, 6.5, is cooled until c. 4° C., after which treatment an equal amount 
of concentrated ammonium sulphate solution is slowly added. 

After the mixture has been kept at 4° C. during a night, a flocculated 
precipitate has been formed which is collected and dissolved in 0.9 % of 
NaCl. From this solution the globulin is again precipitated by means of 
concentrated ammonium sulphate solution and this treatment is once more 
repeated. After collecting the precipitate in as little liquid as possible, a 
syrupy mass is obtained which during 24 hours is dialysed opposite 
distilled water. A collodion film is used as the dialyser membrane. 

The content of the dialyser case is first dried in the apparatus of Faust 
Heim and then in the exsiccator in vacuo. In an agate mortar the dried 
mass may now be rubbed to a fine powder. The quantity of globulin 
amounts to c. 1 gr. 

STANLEY’s communication, that he had succeeded in isolating from 
parts of plants infected with mosaic virus a crystalline protein possessing 
the properties of this virus, induced me to make some experiments with 
globulin from megatherium. The results are briefly communicated below. 

100 mgr. of the dry powdered globulin, which itself as a repeated 
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examination showed is not able to produce the phage, is dissolved in 
10 cc of 0.9 % NaCl and mixed with 5 cc of a suspension of megatherium 
phages. The phage suspension is obtained by suspending a 16 hours old 
culture of bacterium megatherium 899 lysogen in 10 cc of distilled water 
and by filtering this suspension through a porcelain filter (Chamberland 
Ls). 

To the mixture of phage and globulin 5 cc of concentrated ammonium 
sulphate solution is added. After 6 hours in the icebox it is centrifugated, 
the precipitate dissolved in 5 cc of 0.9% NaCl and filled up to 30 cc 
by means of concentrated ammonium sulphate solution. 

Further investigation consists of, each time after 6 hours or more in the 
ice-box, centrifugating these 30 cc and subsequent determination of the 
phage content in 0.05 cc of the liquid both of the centrifugate and of the 
liquid above it. 

For the determination of the phage content of the gelatinous centrifugate, 
this is dissolved in 5 cc of 0.9 % NaCl. After removing 0.05 cc, it is again 
filled up till 30 cc with concentrated ammonium sulphate solution. 

This treatment is repeated 20 times. After the 20th time there is a large 
number of phages in the liquid, in the centrifugate even an enormous 
number. On investigation of 0.05 cc of the centrifugate this number 
appeared to be always infinitely large. 

In the table below the results of some determinations are given: 


Number of phages 


Number of times examined In 0.05 cc of the liquid 
In 0.05 cc of centrifugate ; : 
above the centrifugate 

Ist Total corrosion of the microbial ~}) 
layer 

2nd id ~ 

6th id ~ 

9th id 1688 

12th id 815 

15th id 50 

18th id 641 

20th id ~ 


') ~ =a countless number of phages. 


The phage content of the liquid above the centrifugate decreases 
gradually. This is certainly due to the fact that after repeated precipitations 
this liquid possesses less dissolved phage-containing globulin. The total 
number of the phages originally present in the liquid decreases also by 
removal of material for examination, pouring off the liquid above the 
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centrifugate, which causes millions of phages to be lost, and the inevitable 
loss of part of the centrifugate while the liquid is flowing away. 

In the same way as was described above globulin is prepared from a 
lysogenic megatherium strain. Only here the filtrate of the paper filter 
with infusorial earth is passed through Chamberland Ls filters in order 
to ensure absence of bacteria from the material. 

The dialysis, however, is omitted since an investigation showed that the 
sulphate ion in concentrations from 0.5 to 0.01 N. destroys bacteriophage 
megatherium. 

The globulin is therefore obtained by sharp centrifugation of the 
floccules collected in a small quantity of 0.5 concentrated ammonium 
sulphate solution. 

It may then be used immediately for examination. 

If we want to liberate it as much as possible from the salt solution, the 
latter may be poured off, after which distilled water is poured on the 
precipitate and quickly poured off again. 

The drying can take place in the exsiccator in vacuo. 

Of this globulin also c. 100 mgr. is dissolved in 15 cc of 0.9% NaCl 
and then mixed with concentrated ammonium sulphate solution aa, but as 
a matter of course inentional addition of phage does not take place, the 
microbe itself supplying the phage. 

For each stage of the treatment which is applied to obtain the globulin, 
the phage content of the products is determined. The result is given 
below : 


Nature of the examined product Number of phages per cc 


Filtrate through “paper with infusorial earth” of the 
microbial emulsion 67.200 


Suspension of the precipitated globulin in 200 cc of 
liquid 60.000.000 


Solution of 100 mgr. of globulin in 5 cc of 0.9% NaCl 510.000.000 


Consequently the ammonium sulphate appears to be able to precipitate 
the phage together with the globulins from the liquid. 

On examination of the phage-containing globulin by the method de- 
scribed above, it becomes apparent that now also, after more than 20 times 
repeating the treatment, the phage content of the precipitated globulin is 
high, much higher than the most strongly concentrated phage solution 
that may be obtained from lysogenic germs. 

When the phage-containing globulin is dissolved in water of p,, 8 
and it is tried according to STANLEY’s method to produce a crystalline 
precipitate, this attempt will fail, but an amorphous precipitate is formed 


containing the phages. 
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The possibility that the globulin would be extracted from the culture 
medium may be practically excluded, for the cultivation took place on 
agar to which 1 % of peptone was added. In order to exclude this 
possibility completely the megatherium strain 338 which is sensitive to 
phage was subjected to lysis in a synthetic medium. 

As synthetic medium was taken the Uschinsky adjusted to p,, 7.2 
and of the following composition : 


Magnesium sulphate 0.2 gr. 
Calc. chloride 0.1 gr. 
Sodium asparagine 3.4 gr. 
Ammonium lactate 6.0 cc 
Sec. Potassium phosphate 2.0 gr. 
Sodium chloride 5.0 gr. 
Glycerin 30.0 cc 


With distilled water to 1000.0 cc 


This medium was infected with bacterium megatherium 338 lysabel, 
suspended in Uschinsky and with bacteriophage antimegatherium sus- 
pended in distilled water. 

Altogether 4 L. of medium were used. After 24 hours in the incubator 
at 37° C. the lysed mass was first filtered through ordinary Chardin 
paper and afterwards through Chardin paper prepared with infusorial 
earth. 

The clear filtrate was mixed with an equal amount of concentrated 
ammonium sulphate solution. Turbidity sets in but does not result in the 
formation of large floccules, as was the case in the two experiments 
described above; not even after 24 hours in the ice~box. 

By filtration of the eight Liters of liquid through the a-filter of Chardin 
paper it is possible to collect the finely divided precipitate. Maceration 
of this filter in 200 cc of 0.9 % NaCl solution yields a more concentrated 
solution of the globulins which is adjusted to P,, 6 and from which the 
ammonium sulphate solution now produces a flocculated precipitate which 
may be collected by centrifugation of the liquid. Altogether, by estimate, 
I obtain 50 mgr. of the globulins which, in order to prevent a further 
loss, are not dialysed but are used immediately for the experiment. This 
is carried out by the method described above. 

The result of the investigation on phages of the liquids obtained at 
the various phases of treatment follows below : 


Phages in 0.1 ce of 


Diluti 
ere the dilution 


A. Liquid after filtration through infusorial 
earth and immediately after mixing with ammo- 
nium sulphate. 


1/100 
1/1000 
1/10000 


Wisden Phages in 0.1 cc of 
the dilution 
B. Liquid which after mixing with amm. sulph.} 1/100 1155 
was placed in the ice-box for 24 hours and in 1/1000 139 
which numerous small floating floccules have 1/10000 28 
been formed. 
C. The 200 cc of 0.9% NaCl solution used 1/100 846 
for maceration of the filtration paper through 1/1000 101 
which liquid B was filtered, 1/10000 19 
D. The 30 cc of concentrated amm. sulph.| 1/100 wS 
solution from which the globulin was precipitated 1/1000 1468 
by centrifugation in the first experiment of 1/10000 390 
the precipitation series. 1/100000 50 
1/1000000 12 
E. The globulin and phage-containing pre-| 1/100 = 
cipitate from liquid D which was dissolved in| 1/1000 =~ 
5 cc of 0.9% NaCl solution. 1/10000 = 
1/100000 4496 
1/1000000 455 
<—=complete corrosion of the bacterial layer. 
~ =a countless number of phages. 
After the globulin precipitate from (E) has been dissolved and 


precipitated 20 successive times and subsequently still phage is observed 
in the globulin precipitate as well as in the liquid above it, examination 
of these two components shows the following : 


Phages in 0.1 cc of 
the dilution 


Dilution 


Liquid above the globulin precipitate from the| 1/100 850 
tube of the 20th precipitation. 1/1000 73 
1/10000 4 
1/100000 0 
1/1000000 0 
The globulin precipitate of the 20th precipit- 1/100 ~ 
ation dissolved in 5 cc of 0.9 % NaCl solution.) 1/1000 ~ 
1/10000 510 
1/100000 44 
1/1000000 7 


These results show that together with the globulins the phages may be 
flocculated out of solutions of phage-free globulins from megatherium, 
purposely mixed with bacteriophage megatherium, as well as those of 
globulins from lysogenic megatherium stems, which immediately after 
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preparation contain the phage, and liquid synthetic mediums in which 
lysis has taken place by means of phage. 

The globulin which by artificial means contains phage behaves in the 
same way as the globulin containing phage, so to speak, ,,by nature’. 

It may be that the phage is adsorbed by the globulin or that globulin 
and phage are precipitated by equally strong solutions of ammonium 
sulphate. 

In any case they show that from a mixture of globulins and phage 
these two substances cannot be separated by repeated precipitation with 
ammonium sulphate or by means of other precipitants. 

The method followed in order to obtain the crystalline substance, 
considered by STANLEY as the virus of the mosaic disease, is described 
by him as follows : 

I quote literally from his publication 1). 

“The crystalline protein described in this paper was prepared from the 
juice of Turkish tobacco plants infected with tobacco-mosaic virus. The 
juice was brought to 0.4 saturation with ammoniumsulfate and the 
precipitated globuline fraction thus obtained was removed by filtration. 
The dark brown globulin portion was repeatedly fractionated with ammo- 
nium sulfate and then most of the remaining color was removed by 
precipitation with a small amount of lead subacetate at p, 8.7. An 
inactive protein fraction was removed from the light yellow colored filtrate 
by adjusting to p,, 4.5 and adding 2 % by weight of standard celite. 

The celite was removed, suspended in water of p,, 8 and the suspension 
filtered. The active protein was found in the colorless filtrate. This 
procedure was repeated twice in order to remove completely the inactive 
protein. Crystallization was accomplished by adding slowly, with stirring, 
a solution containing 1 cubic centimeter of glacial acetic acid in 20 cubic 
centimeters of 0.5 saturated ammonium sulfate to a solution of the protein 
containing sufficient ammonium sulfate to cause a faint turbidity. Small 
needles about 0.03 mm long appeared immediately and crystallization 
was completed in an hour. Crystallization may also be caused by the 
eddition of a little saturated ammonium or magnesium sulfate to a solution 
of the protein in 0.001 N. acid. Several attempts to obtain crystals by 
dialysing solutions of the protein gave only amorphous material. To date 
a little more than 10 grams of the activated crystalline protein have been 
obtained”. 


Although the details are different, I am inclined to think that the prin- 
ciple I applied to the isolation of the globulins and to the further treatment 


of the phage-containing globulins is the same as that followed by 
STANLEY. 


1) Isolation of a crystalline protein possessing the properties of Tobacco-mosaic 
virus, by W. M. STANLEY. Science, 81, 644—645, No. 2113. 
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However, as is apparent from my results, precipitation with ammonium 
sulphate cannot be regarded as a method enabling us to separate phages 
from globulin. On precipitation of the globulins the phages will always 
be carried along. 

Even if I had succeeded in crystallizing the phage-containing globulins 
either partially or completely and even if these crystals should possess 
properties of the phage, yet my opinion would not have changed, since 
these crystals would have been obtained as well by precipitation from 
the protein solution. . 

What indeed are protein crystals ? Hardly anything else than another 
form in which the colloidal protein presents itself. 

Now all crystallographers who studied egg albumin and other protein 
crystals agree that optically they present themselves as real crystals. 
However, the crystals are composed of colloidal particles and to this fact 
they owe the capacity to swell considerably in water, which ordinary 
crystals do not possess. Per gram of the substance they contain e.g. 
0.22 grams of water!) 2). It is possible that in this water impurities 
are to be found. 

Even of the most frequently and best studied egg albumin crystals it 
has not been proved that they are no mixed crystals, viz. built up of 
different colloids 3). They retain all sorts of impurities 4). 

Recrystallization repeated six times is not always sufficient to remove 
from the crystals impurities which may become perceptible by means of 
colloidal gold 5). 

It is not my intention to criticize STANLEY’s researches. I am not 
acquainted with the mosaic disease of tobacco, have never worked with 
the virus of this disease and consequently could not reproduce STANLEY’s 
experiments, but I am inclined to think that neither the nature of the 
protein crystals nor the method by which they are formed guarantee that 
possible virus properties of the crystals must be ascribed to the crystals 
themselves and not to virus particles adsorbed by the colloids of which 
they are composed. 

It seems advisable, therefore, to be very careful before concluding that 
it has been proved that a lifeless substance may possess an important 
property of the living matter, viz. that of independent unlimited reproduc- 
tion with preservation of the individuality in a heterogeneous medium. 


1) §. P. L. SORENSEN, Proteinstudien. Hoppe Seylers Zeitschrift fiir physiologische 


Chemie, 103, 1—14. 
2) §. P. L. SéRENSEN und M. Hoyinp, Proteinstudien. Hoppe Seylers Zeitschr, 


fiir physiol. Chemie, 103, 211. 
3) A. F. HOLLEMAN. Leerboek der Organische Chemie, 12th ed. (1932). 
4) D. J. VAN ALPHEN. Leerboek der Organische Scheikunde, ....(1934). 
5) Dr. Fr. N. SCHULZ, Allgemeine Chemie der Eiweisstoffe, Stuttgart (1907). 


Physics. — Research on thin layers of tin and other metals. 1V. Further 
investigation about the corrosion by oils. By P. J. HARINGHUIZEN 
and D, A. Was. (Communicated by Prof. L. S. ORNSTEIN.) 


(Communicated at the meeting of December 18, 1937.) 


Summary. 


The corrosion of iron and cadmium by lubricants has been studied in comparison with 
that of tin. The influence of contamination of the oil has been investigated. It appeared 
that moisture strongly increases the corrosivity of the oil. 

Experiments about the corrosion of tin, iron and copper by vegetable oils are com-~- 
municated, 


In a preceding paper1), dealing with the corrosion of metals by 
lubricating oils, we have described results obtained with the metals: tin, 
lead and copper. In view of their technical importance it seemed interesting 
to compare the corrosion of iron and cadmium with that of the mentioned 
metals. 

In order to understand the character of the corrosion of oil, we also have 
investigated the influence of the contamination of the oils. Difficulties met 
in a certain Dutch industrial plant, about which our opinion was asked, 
induced us to this problem. 

Moreover we extended the corrosionexperiments to vegetable oils, which 
may be of interest for canning industry. 

All measurements have been performed with thin metal-layers on glass, 
obtained by high vacuum evaporation. The corrosion has been followed by 
means of the optical method. For details we refer to our preceding papers 2). 

The experiments with lubricants occurred at 96° C, those with vegetable 
oils at roomtemperature. 


§ 1. The corrosion of iron and cadmium. 


We evaporated both pure iron (carboncontent below 0,1 %) and 
ordinary cast iron, with great carboncontent. The layers obtained in both 
cases showed only a small difference in corrosion. In connection with this 
we must point to the possibility that the difference between the ironfilms 
could be small as the volability of the carbon is very faint. Fig. 1 shows 
the results obtained in oil L 3). 

The analogical curve of tin has been added for sake of comparison. 
The curve shows that the attack of iron and of tin are of the same order 


1) P. J. HARINGHUIZEN and D. A. Was, Proc. Royal Acad. Amsterdam, 40, 39 (1937). 

?) P.J. HARINGHUIZEN and D. A. WAS, Proc. Royal Acad. Amsterdam, 39, 201 (1936). 

8) See for classification of the oils P. J. HARINGHUIZEN and D. A. WAS, Proc. Royal 
Acad. Amsterdam, 40, 39 (1937). 
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of magnitude; the same appears in experiments with other oils. With iron 
also a protective film on the surface is formed. We never met with a 
destruction of this film, 


The manufacturing of the cadmiumlayers by means of high vacuum 
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Fig. 1. The corrosion of iron in oil L at 96° C. 
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evaporation offers great difficulties due to the fact that cadmium atoms 
don’t attach to glass at roomtemperature. This fact was already found by 
R. W. Woob #), who could only obtain the cadmium films if the glass 
surface was cooled below —100° C. Therefore we constructed an apparatus, 
which enabled us to deposite the cadmium on glassplates, cooled to the 
temperature of liquid air. 

The layers obtained in this way seem to be homogeneous. However, a 
microscopical observation shows, that the 
layers consisted of separate particles (see 
the microphotograph in fig. 2). 

The structure of these layers seemes to 
be analogous to that of the copperlayers 
obtained by electrolysis 5). Therefore layers 
of great thickness yet show a considerable 
lighttransmission. In preliminary experi- 
ments these layers showed a strong cor- 
rosion. To avoid a possible extraordinary 
behaviour of cadmiumfilms on glass, we 

el tried to get films on other surfaces. We 
succeeded in the following way. On the glassurface first a film of 
gold or of calciumfluoride was deposited by evaporation and we have found 
that on this surface the cadmium attached at roomtemperature. The layers 
obtained show a homogeneous microscopic image. As calciumfluoride has 
the great advantage of being quite transparant, we have chosen calcium- 
fluoride for the definitive experiments. In this way we avoided difficulties 
in determining the relation between the thickness of the cadmium and the 


lighttransmission. 


4) R. W. Wooo, Phil. Mag. 30, 300 (1915); 32. 364 (1916). 
5) L, S. ORNSTEIN and P. J. HARINGHUIZEN, Paper at First Electrodeposition Con- 


ference. London (1937). 


64 


The corrosion of cadmium strongly depended on the type of the oil. In 
oil L it was of the same order of that of tin; in oil M on the contrary it 
was much greater, as is shown in fig. 3. 
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Fig. 3. Corrosion of cadmium in oil M at 96° C. 


From the shape of the curve it can be concluded that no protecting film 
is formed on the cadmiumsurface 6). 


§ 2. Influence of the contamination of the oils. 


In the preceding paper 7) we mentioned the fact, that the corrosivity of 
some lubricants is increased after storage for some months. We have 
assumed in that paper that this effect is connected with the absorption of 
air during the storage. In order to check this supposition we outgased the 
fresh oil L by heating in vacuum during 24 hours; the oil was stirred 
continuously. Samples of the so treated oil were saturated with oxygen. 
The corrosivity of these samples showed to be even less than that of the 
fresh oil. Thus it is proved that the absorption of oxygen does not cause 
the effect. From further experiments it appeared that the degree of moisture 
in the oils has a great influence on the degree of corrosivity. Experiments 
in this direction were due to troubles met with the bearings of a steam 
engine. These bearings were lubricated with a motoroil contaminated with 
cylinderoil, out of the packing of a low tension cylinder. This cylinderoil 
contained some sodiumorthophosphate from the feedingwater. 

We have artificially contaminated samples of the fresh cylinderoil. They 
were shaken with distilled water, as well as with a saturate sodium- 


8) In this particular oil a strange effect was found. The corrosion was strongest at 
the bounderies of the plate, which caused the bounderies to move towards the middle 
of the plate. This effect could be avoided by covering the bounderies with a glassring. 

7) P. J. HARINGHUIZEN and D. A. WAS, Proc. Royal Acad. Amsterdam, 40, 39 (1937). 
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orthophosphate solution. Fig. 4 shows the corrosion of tin by the oils treated 
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Fig. 4. The effect of the contamination of a cylinderoil upon its corrosivity. 
Temp. 96° C. 


in this way; the curve a represents the attack by the fresh oil, the curve b 
the same by that oil contaminated with water and the curve c that by the 
oil contaminated with the Na3;PQOy,-solution. Though moisture already 
increases the corrosivity, the addition of Naz;PO, shows a still much 
stronger effect. 

These facts convinced us that it would be important to start experiments 
with oil L which contains moisture. The results are plotted in fig. 5. The 
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Fig. 5. The effect of moisture upon the corrosivity of oil L 
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curves representing the corrosion by fresh oil are dotted, those for moistured 
oil are drawn out. It appears that each of the three used metals — tin, iron 
and cadmium — is much stronger corroded by the moistured oil. In both 
cases they were attacked in the same sequence: iron, tin, cadmium. 

The experiments show that it is of utmost importance for practice to use 
lubricants which are as free of moisture as is possible. 


§ 3. The corrosion by vegetable oils. 


We have studied the attack by two vegetable oils viz. olive oil and an 
earthnut saladoil. The measurements were performed at roomtemperature 
with the metals tin, iron and copper. Fig. 6 gives the results for copper in 
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Fig. 6. Corrosion of copper in olive oil at roomtemperature. 


olive oil. The corrosion by the fresh oil appeared to be very strong. An 
exhausting effect of the corroding agent occurs: the corrosion of a second 
copperlayer dipped into the same sample of oil showed to be less (curve II). 
That of a third one was even still more less (curve III). From a comparison 
of the curves II and III can be concluded that not only the exhaustion 
decreases the corrosion, but that also the building up of a protective film 
has this same effect. 

The corrosion of tin — fig. 7 — appeared to be much smaller. An 
exhausting-effect cannot be expected here and indeed does not occur: The 
three tin layers corroded one after another in the same sample of oil show 
equally shaped corrosion-curves. 

The corrosion of the three metals in the saladoil is plotted in fig. 8. As 
can be seen from this figure the corrosion of copper is much greater than 
that of iron and tin which appears to be of the same order. 
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Fig. 7. Corrosion of tin in olive oil at roomtemperature, 
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ERRATA. 


(Proc. Royal Acad. Amsterdam, 40, N°. 10 (1937).) 


p. 832 under Fig. 12 (v. fig. 13), read: (v. fig. 10). 

p. 835 under Fig. 19 Ionization of Nitrogen, read: Conductivity of 
Nitrogen. 

p. 835 5th line from the end. Xenon....2, read: Xenon.... 20. 


